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Z3akladni informace

Stranky pfedmétu:
https://moodle.fel.cvut.cz/courses/BOBOIKAN

Obsah kurzu:

@ Komplexni analyza

@ Fourierovy fady a Fourierova transformace
© Laplaceova transformace

© Z-transformace
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https://moodle.fel.cvut.cz/courses/B0B01KAN

Kde Ize potkat témata probirana v kurzu?

(]

Matematika (vypotty integrali, diferencidlni rovnice, harmonicka
analyza, stochastické procesy,.. .)

Fyzika (optika, kvantovd teorie, statisticka fyzika,. .. )
Teorie obvodi
Teorie signald

Zpracovani obrazu

Teorie Fizeni
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Motivace (RC filtr — dolni propust)
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Motivace (Zpracovani signalu)

Signal s (vysokofrekven&nim) Sumem:

i mmmm L L e ]
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Redlna &ast frekvenéniho spektra:

Martin Bohata Komplexni analyza

Uvod

5/32



Motivace (Zpracovani signalu — pokracovani)

Odstranime-li z frekven&niho spektra zaSumé&ného signdlu , vyssi
frekvence", dostaneme:

Pro porovnani uved me vychozi signal bez Sumu:
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Motivace (obtékani profilu kFidla)

Nevifivé proudéni idedlni tekutiny.
Obtékani kruhu, ktery méa ve svém vnitfku bod -1 a na své hranici bod 1:

NAAAATARARAARN

Vyuzitim Zukovského funkce f(z) = z + 1 dostaneme:
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Motivace (¥eSeni algebraickych rovnic)

UvaZme rovnici
z24+1=0.
@ Tato rovnice nemd ¥eSeni v oboru redlnych &isel!
@ Lze rozsifit redlna Cisla tak, aby FeSeni existovalo?
@ Pokud ano, jak vypada &islo x spliiujici 22 = —17

o Jak je definovano nasobeni v tomto rozsiteni realnych &isel?
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Komplexni ¢isla

Definice

MnoZinou komplexnich &isel rozumime mno%inu R? = {(x,y) | x,y € R}
vybavenou operacemi

Q stitani: (z1,y1) + (w2, y2) = (x1 + 22, Y1 + ¥2);
@ nasobeni: (x1,y1)(22,y2) = (T172 — Y12, T1Y2 + T2Y1).
MnoZinu komplexnich &isel zna&ime symbolem C.

Snadno ukdZeme, Ze pro viechna z1, 29, 23 € C plati:
@ 2129 = 2921,
0 (z122)23 = 21(2223);
° 2’1(22 + 2:3) = 2129 + 2123.
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Algebraicky tvar komplexniho ¢isla

o (z1,0) + (z2,0) = (1 + x2,0) a (x1,0)(x2,0) = (x122,0). Redlnd
Cisla chdpeme jako specidlni pfipad komplexnich &isel (ztotoznime
(x,0) € Cs z € R).

o (21,0)(z2,¥2) = (w122, 21Y2).

@ Prvek (0,1) se nazyvd imagindrni jednotka a oznaluje se symbolem i.
Plati

i = (0,1)(0,1) = (-1,0).

e Protoze z = (x,y) = (x,0) + (0,1)(y,0), budeme psat
z =+ 1.

Terminologie a znadeni:

e z = x + 1y...algebraicky tvar komplexniho &isla z.
e x...readlnd &ast komplexniho &isla z. Piseme Rez = x.
e y...imaginarni ¢ast komplexniho &isla z. Piseme Im z = y.
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Komplexni sdruzeni a absolutni hodnota

Definice

Necht z = = + iy € C. Komplexn& sdruzenym &islem k &islu z nazveme
gislo z = & — 4y. Absolutni hodnotou (nebo také modulem) komplexniho

gisla z rozumime &islo |z| = /22 + y2.

o 2z = |z|* > 0. Navic |z| = 0 pravé tehdy, kdy? z = 0.
o Jak vypadad inverzni prvek z~! = % k z vG&i nasobeni? Inverzni prvek
27! je definovan rovnosti 2~ 'z = 1, a proto
o pro z = 0 prvek 27! € C neexistuje;

o proz#()jezfl:ﬁ.

Odtud pro z # 0 dostaneme % = %

P¥iklad
Necht z =5 —iaw=1+2i. Potom [z —w| =5 ReZ =2 a
ImZz = -1

w 5"
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Zakladni identity

Tvrzeni (Zakladni identity)
Necht z,w € C. Potom

Z z
Q@ (2) =2, kdykoli w # 0;
__ z+z _ 2=z
@ Rez= 5> almz = Tl
Q |z] = [z
Q |zw| =
z K}
(2] ‘w Tl kdykoli w # 0.
v
Dikaz: Domdci cvileni. |
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Trojuhelnikova nerovnost

Tvrzeni

Necht z,w € C. Potom

|z +w| < 2] + |w].

Dikaz: Vynechdvame. |

Na C neni definovdno uspotadani!
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Goniometricky tvar komplexniho ¢&isla

Necht z je nenulové komplexni &islo.

@

|z| sin ¢

|z] cos

Z obrazku vidime, Ze

z =|z|(cosp + isinp).
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Goniometricky tvar komplexniho ¢&isla

Pro z # 0 zavadime nasledujici terminologii a znaent:
@ z = |z|(cosp +ising)...goniometricky tvar komplexniho &isla z.
@ (. ..argument komplexniho ¢&isla z.

o Argz ={p e R|z=|z|(cosp+isiny)}... mnoZina viech
argumentl komplexniho &isla z.

e ¢ € (Argz) N (—m, | se nazyva hlavni hodnota argumentu
komplexniho &isla z a znadi se arg z.

Priklad
At 2= —1+i. Pak [2| = V2, Argz = {38 + 2k |k € Z} a argz = 3T J
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Hlavni hodnota argumentu komplexniho ¢isla

Tvrzeni
Y
arctg <,
s X
) 3 —arctg v
argz =

s x
—5 —arctg y

T,

je-liRe z > 0;
je-li Tm z > 0;
Jje-li Tm z < 0;
Jje-lilmz=0aRez <0.

Dukaz: Viz cviceni.
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Geometricky vyznam s&itani

Posun v roving o vektora e C ...z — z + a.
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Vzdalenost dvou bodt

Vzdalenost bodl z a w je |z — w|.
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Geometricky vyznam ndsobeni

Necht a, z # 0.
Otoleni o thel arga a poté stejnolehlost se stfedem v po&atku a
koeficientem |al ...z +— az.

az
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Geometricky vyznam komplexniho sdruzenf

Zrcadleni kolem redlné osy ...z +— Z

|
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Moivreova véta

Definujeme:
o 20 =1 pro kazdé z € C;
° "= 2L prokazdé z € C\ {0} aneN.

Véta (Moivreova vé&ta)

Pro kazdé n € Z a p € R plati

(cosp +ising)"” = cos(np) + isin(ny).

Diikaz: Viz prednaska. |
Priklad

UvaZme rovnici z* = —1. Z Moivreovy vé&ty plyne, e mnoZina viech jejich
feseni je

T kr o T kr B
{COS <4+2> + ¢sin <4+2> ‘k—0,1,2,3}
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Rozsifena komplexni rovina

MnoZina Co, := CU {oo} se nazyva rozsitend komplexni rovina.
Definujeme:

@ z+ 00 =00+ 2z =00 pro kazdé z € C;

@ z-o00o=o00-2=00 pro kazdé z € C \ {0};
o = =0 pro kazdé z € C;

@ & = oo pro kazdé z € Cy \ {0}.

z

[e.9]

Nedefinujeme: oo + oo, 0o - 0, 0 - 00, 8 a .
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Riemannova sféra

Riemannova sféra . ..sféra se stfedem v pocatku a polomé&rem 1.
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Okoli bodu

Definice
Necht zp € C a e > 0.
e MnoZinu U(zp,e) = {z € C||z — 20| < €} nazyvdme okoli bodu 2
poloméru €.
e MnoZinu P(zp,e) = U(zp,¢) \ {20} = {2 € C|0 < |z — 20| <€}
nazyvame prstencové okoli bodu zy poloméru ¢.
@ MnoZinu U(oo,e) = {z € C||z| > €} nazyvame okoli bodu oo
poloméru e.

Nebude-li nutné urdit konkrétni velikost okoli, pak budeme stru¢négji psat
jen U(zo), P(z0), U(o0).
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Otevfené a uzaviené mnoziny

Definice
Necht M C C.
o Rekneme, %e M je oteviena, jestlize pro ka?dé z € M existuje U(z)
tak, ze U(z) C M.
Bod z € C se nazyva hrani¢ni bod mnoziny M, jestlize pro kazdé
U(z) jsou mnoziny U(z) "M a U(z) N (C\ M) neprazdné.
@ MnoZina v8ech hrani¢nich bodi mnoZiny M se nazyva hranice
mnoZiny M a zna&i se O M.

MnoZinu M = M U 9 M nazyvdme uzavér mnoziny M.

Rekneme, Ze M je uzavfenad, jestlize M = M.
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Otevfené a uzaviené mnoziny

Tvrzeni

Necht M C C. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
Q@ M je uzaviend.
@ C\ M je otevrena.
Q@ OMCM.

Dikaz: Vynechdvame. |
Priklad

O 0 a C jsou soutasn& otevfené i uzaviené mnoZiny.

@ U(z) a P(z) jsou otevfené mnoziny pro kazdé z € C.

@ U(o0) je oteviend mnoZina.

Q@ {ze€C\{0}|0<argz <7} neni uzavfend ani oteviena.
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Oblast

Definice

Rekneme, Ze mnoZina €2 C C je oblast, jestlize je oteviend a kazdé dva
body z mnoZiny € Ize spojit lomenou &arou leZici v €.

Ptiklad
@ P(z) je oblast pro kazdé z € C.
@ U(0,4)UU(L,1) neni oblast.
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Funkce komplexni proménné

Definice

At D C C. Zobrazeni f : D — C se nazve komplexni funkce (komplexni
prom&nné).

ProtoZe hodnoty komplexni funkce lezi v C, miiZzeme pro kazdé
z=ux+1y € C psat

f(2) = u(z,y) +iv(w,y).

Terminologie a znadeni:
@ wu...redlnd &ast funkce f. Piseme u = Re f.

@ v...imaginarni &st funkce f. Pifeme v = Im f.
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Funkce komplexni proménné

Interpretace komplexni funkce:

@ Transformace &asti roviny.

@ Vektorové pole (u(z,y),v(x,y)).
P¥iklad

UvaZme funkci f(z) = 22. Redlnd &4st funkce f je u(x,y) =22 —y* a
imaginarni &ast je v(z,y) = 2xy.
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Limita

Definice

Necht zg € C a f je komplexni funkce definovand na U(zo) \ {20}
Rekneme, e f ma limitu L € Co v bod& zg, jestlize ke kazdému okolf
U(L) existuje okoli U(zp) takové, ze kazdy bod z € U(zg) \ {z0} se
zobrazi do U(L). PiSeme

lim f(z) = L.

Z—r20

Pravidla pro zachdzeni s limitami jsou obdobna jako v redlném p¥ipadé
(limita souttu,. .. ).
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Limita

P¥iklad

neexistuje.

S =00 ... rozdil od redlného oborul!

Tvrzeni

PFedpoklidejme, 2e L = A+ iB € C a f(z) = u(z,y) + wv(z,y) je
komplexni funkce definovana na prstencovém okoli bodu zy = xy + iyo.
Potom llm f(2) = L pravé tehdy, kdyz

z—20

lim u(z,y) =A a lim v(z,y) = B.
(z,y)—(z0,50) (z-9) (z.y)—(z0,y0) (=9) )
Dikaz: Vynechdvame. |
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Spojitost

Definice

Necht zy € C a f je komplexni funkce definovana na U(z). Rekneme, Ze
f je spojitd v bod€& zy, jestliZe

lim f(z) = f(z0).

Z—r20

Rekneme, Ze f je spojitd na mnozing M C C, jestlize je spojitd v kazdém
bodé mnoziny M.

P¥iklad
Konstantni funkce, z, Rez, Im z, Z a |z| jsou spojité funkce na C.
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