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Základńı informace

Stránky p̌redmětu:
https://moodle.fel.cvut.cz/courses/B0B01KAN

Obsah kurzu:

1 Komplexńı analýza

2 Fourierovy řady a Fourierova transformace

3 Laplaceova transformace

4 Z-transformace
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Kde lze potkat témata prob́ıraná v kurzu?

Matematika (výpočty integrál̊u, diferenciálńı rovnice, harmonická
analýza, stochastické procesy,. . . )

Fyzika (optika, kvantová teorie, statistická fyzika,. . . )

Teorie obvodů

Teorie signál̊u

Zpracováńı obrazu

Teorie ř́ızeńı
...
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Motivace (RC filtr – dolńı propust)

CU1(t) = U0e
iωt

R I(t)

U2(t) = ZCI(t) = 1
iωC I(t)

Tedy

U2(t)

U1(t)
=

ZC
ZC +R

=
1

1 + iωRC
⇒
∣∣∣∣U2(t)

U1(t)

∣∣∣∣ =
1

1 + ω2R2C2
.
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Motivace (Zpracováńı signálu)

Signál s (vysokofrekvenčńım) šumem:

Reálná část frekvenčńıho spektra:
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Motivace (Zpracováńı signálu – pokračováńı)

Odstrańıme-li z frekvenčńıho spektra zašuměného signálu
”
vyš̌śı

frekvence“, dostaneme:

Pro porovnáńı uved’me výchoźı signál bez šumu:
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Motivace (obtékáńı profilu ǩŕıdla)

Nev́ı̌rivé prouděńı ideálńı tekutiny.
Obtékáńı kruhu, který má ve svém vniťrku bod -1 a na své hranici bod 1:

Využit́ım Žukovského funkce f(z) = z + 1
z dostaneme:
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Motivace (̌rešeńı algebraických rovnic)

Uvažme rovnici
x2 + 1 = 0.

Tato rovnice nemá řešeńı v oboru reálných č́ısel!

Lze rozš́ı̌rit reálná č́ısla tak, aby řešeńı existovalo?

Pokud ano, jak vypadá č́ıslo x splňuj́ıćı x2 = −1?

Jak je definováno násobeńı v tomto rozš́ı̌reńı reálných č́ısel?

Martin Bohata Komplexńı analýza Úvod 8 / 32



Komplexńı č́ısla

Definice

Množinou komplexńıch č́ısel rozuḿıme množinu R2 = {(x, y) |x, y ∈ R}
vybavenou operacemi

1 sč́ıtáńı: (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2);

2 násobeńı: (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Množinu komplexńıch č́ısel znač́ıme symbolem C.

Snadno ukážeme, že pro všechna z1, z2, z3 ∈ C plat́ı:

z1z2 = z2z1;

(z1z2)z3 = z1(z2z3);

z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.
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Algebraický tvar komplexńıho č́ısla

(x1, 0) + (x2, 0) = (x1 + x2, 0) a (x1, 0)(x2, 0) = (x1x2, 0). Reálná
č́ısla chápeme jako speciálńı p̌ŕıpad komplexńıch č́ısel (ztotožńıme
(x, 0) ∈ C s x ∈ R).

(x1, 0)(x2, y2) = (x1x2, x1y2).

Prvek (0, 1) se nazývá imaginárńı jednotka a označuje se symbolem i.
Plat́ı

i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0).

Protože z = (x, y) = (x, 0) + (0, 1)(y, 0), budeme psát

z = x+ iy.

Terminologie a značeńı:

z = x+ iy. . . algebraický tvar komplexńıho č́ısla z.
x. . . reálná část komplexńıho č́ısla z. Ṕı̌seme Re z = x.
y. . . imaginárńı část komplexńıho č́ısla z. Ṕı̌seme Im z = y.
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Komplexńı sdružeńı a absolutńı hodnota

Definice

Necht’ z = x+ iy ∈ C. Komplexně sdruženým č́ıslem k č́ıslu z nazveme
č́ıslo z̄ = x− iy. Absolutńı hodnotou (nebo také modulem) komplexńıho
č́ısla z rozuḿıme č́ıslo |z| =

√
x2 + y2.

zz̄ = |z|2 ≥ 0. Nav́ıc |z| = 0 právě tehdy, když z = 0.

Jak vypadá inverzńı prvek z−1 = 1
z k z v̊uči násobeńı? Inverzńı prvek

z−1 je definován rovnost́ı z−1z = 1, a proto
pro z = 0 prvek z−1 ∈ C neexistuje;
pro z 6= 0 je z−1 = z̄

|z|2 .

Odtud pro z 6= 0 dostaneme w
z = wz̄

|z|2 .

Př́ıklad

Necht’ z = 5− i a w = 1 + 2i. Potom |z − w| = 5, Re z
w = 3

5 a
Im z

w = −11
5 .
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Základńı identity

Tvrzeńı (Základńı identity)

Necht’ z, w ∈ C. Potom

1 z = z;

2 z + w = z + w;

3 zw = z w;

4
(
z
w

)
= z

w , kdykoli w 6= 0;

5 Re z = z+z
2 a Im z = z−z

2i ;

6 |z| = |z|;
7 |zw| = |z| |w|;
8

∣∣ z
w

∣∣ = |z|
|w| , kdykoli w 6= 0.

Důkaz: Domáćı cvičeńı. �
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Trojúhelńıková nerovnost

Tvrzeńı

Necht’ z, w ∈ C. Potom

|z + w| ≤ |z|+ |w| .

Důkaz: Vynecháváme. �

Na C neńı definováno uspǒrádáńı!
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Goniometrický tvar komplexńıho č́ısla

Necht’ z je nenulové komplexńı č́ıslo.

z

|z|

ϕ

|z| cosϕ

|z| sinϕ

Z obrázku vid́ıme, že

z = |z| (cosϕ+ i sinϕ) .
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Goniometrický tvar komplexńıho č́ısla

Pro z 6= 0 zavád́ıme následuj́ıćı terminologii a značeńı:

z = |z| (cosϕ+ i sinϕ). . . goniometrický tvar komplexńıho č́ısla z.

ϕ. . . argument komplexńıho č́ısla z.

Arg z = {ϕ ∈ R | z = |z|(cosϕ+ i sinϕ)}. . . množina všech
argument̊u komplexńıho č́ısla z.

ϕ ∈ (Arg z) ∩ (−π, π] se nazývá hlavńı hodnota argumentu
komplexńıho č́ısla z a znač́ı se arg z.

Př́ıklad

At’ z = −1 + i. Pak |z| =
√

2, Arg z =
{

3π
4 + 2kπ

∣∣ k ∈ Z
}

a arg z = 3π
4 .
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Hlavńı hodnota argumentu komplexńıho č́ısla

Tvrzeńı

arg z =


arctg y

x , je-li Re z > 0;
π
2 − arctg x

y , je-li Im z > 0;

−π
2 − arctg x

y , je-li Im z < 0;

π, je-li Im z = 0 a Re z < 0.

Důkaz: Viz cvičeńı. �
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Geometrický význam sč́ıtáńı

Posun v rovině o vektor a ∈ C . . . z 7→ z + a.

a

z + a

z
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Vzdálenost dvou bodů

Vzdálenost bodů z a w je |z − w|.

z

w

−w

z − w

|z − w
|
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Geometrický význam násobeńı

Necht’ a, z 6= 0.
Otočeńı o úhel arg a a poté stejnolehlost se sťredem v počátku a
koeficientem |a| . . . z 7→ az.

a

az

z

ϕ

ψ
ϕ
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Geometrický význam komplexńıho sdružeńı

Zrcadleńı kolem reálné osy . . . z 7→ z

z

z

ϕ

−ϕ
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Moivreova věta

Definujeme:

z0 = 1 pro každé z ∈ C;

z−n = 1
zn pro každé z ∈ C \ {0} a n ∈ N.

Věta (Moivreova věta)

Pro každé n ∈ Z a ϕ ∈ R plat́ı

(cosϕ+ i sinϕ)n = cos(nϕ) + i sin(nϕ).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

Uvažme rovnici z4 = −1. Z Moivreovy věty plyne, že množina všech jej́ıch
řešeńı je {

cos

(
π

4
+
kπ

2

)
+ i sin

(
π

4
+
kπ

2

) ∣∣∣∣ k = 0, 1, 2, 3

}
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Rozš́ı̌rená komplexńı rovina

Množina C∞ := C ∪ {∞} se nazývá rozš́ı̌rená komplexńı rovina.
Definujeme:

z +∞ =∞+ z =∞ pro každé z ∈ C;

z · ∞ =∞ · z =∞ pro každé z ∈ C∞ \ {0};
z
∞ = 0 pro každé z ∈ C;
z
0 =∞ pro každé z ∈ C∞ \ {0}.

Nedefinujeme: ∞+∞, ∞ · 0, 0 · ∞, 0
0 a ∞∞ .
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Riemannova sféra

Riemannova sféra . . . sféra se sťredem v počátku a poloměrem 1.

N

ζ

z
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Okoĺı bodu

Definice

Necht’ z0 ∈ C a ε > 0.

Množinu U(z0, ε) = {z ∈ C | |z − z0| < ε} nazýváme okoĺı bodu z0

poloměru ε.

Množinu P (z0, ε) = U(z0, ε) \ {z0} = {z ∈ C | 0 < |z − z0| < ε}
nazýváme prstencové okoĺı bodu z0 poloměru ε.

Množinu U(∞, ε) = {z ∈ C | |z| > ε} nazýváme okoĺı bodu ∞
poloměru ε.

Nebude-li nutné určit konkrétńı velikost okoĺı, pak budeme stručněji psát
jen U(z0), P (z0), U(∞).
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Otev̌rené a uzav̌rené množiny

Definice

Necht’ M ⊆ C.

Řekneme, že M je otev̌rená, jestliže pro každé z ∈M existuje U(z)
tak, že U(z) ⊆M .

Bod z ∈ C se nazývá hraničńı bod množiny M , jestliže pro každé
U(z) jsou množiny U(z) ∩M a U(z) ∩ (C \M) neprázdné.

Množina všech hraničńıch bodů množiny M se nazývá hranice
množiny M a znač́ı se ∂M .

Množinu M = M ∪ ∂M nazýváme uzávěr množiny M .

Řekneme, že M je uzav̌rená, jestliže M = M .
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Otev̌rené a uzav̌rené množiny

Tvrzeńı

Necht’ M ⊆ C. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1 M je uzav̌rená.

2 C \M je otev̌rená.

3 ∂M ⊆M .

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad

1 ∅ a C jsou současně otev̌rené i uzav̌rené množiny.

2 U(z) a P (z) jsou otev̌rené množiny pro každé z ∈ C.

3 U(∞) je otev̌rená množina.

4 {z ∈ C \ {0} | 0 ≤ arg z ≤ π} neńı uzav̌rená ani otev̌rená.
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Oblast

Definice

Řekneme, že množina Ω ⊆ C je oblast, jestliže je otev̌rená a každé dva
body z množiny Ω lze spojit lomenou čarou lež́ıćı v Ω.

Př́ıklad

1 P (z) je oblast pro každé z ∈ C.

2 U(0, 1
2) ∪ U(1, 1

2) neńı oblast.

Martin Bohata Komplexńı analýza Úvod 27 / 32



Funkce komplexńı proměnné

Definice

At’ D ⊆ C. Zobrazeńı f : D → C se nazve komplexńı funkce (komplexńı
proměnné).

Protože hodnoty komplexńı funkce lež́ı v C, můžeme pro každé
z = x+ iy ∈ C psát

f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

Terminologie a značeńı:

u. . . reálná část funkce f . Ṕı̌seme u = Re f .

v. . . imaginárńı část funkce f . Ṕı̌seme v = Im f .
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Funkce komplexńı proměnné

Interpretace komplexńı funkce:

1 Transformace části roviny.

2 Vektorové pole (u(x, y), v(x, y)).

Př́ıklad

Uvažme funkci f(z) = z2. Reálná část funkce f je u(x, y) = x2 − y2 a
imaginárńı část je v(x, y) = 2xy.
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Limita

Definice

Necht’ z0 ∈ C∞ a f je komplexńı funkce definovaná na U(z0) \ {z0}.
Řekneme, že f má limitu L ∈ C∞ v bodě z0, jestliže ke každému okoĺı
U(L) existuje okoĺı U(z0) takové, že každý bod z ∈ U(z0) \ {z0} se
zobraźı do U(L). Ṕı̌seme

lim
z→z0

f(z) = L.

Pravidla pro zacházeńı s limitami jsou obdobná jako v reálném p̌ŕıpadě
(limita součtu,. . . ).
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Limita

Př́ıklad

1 lim
z→0

z
z neexistuje.

2 lim
z→0

1
z =∞ . . . rozd́ıl od reálného oboru!

Tvrzeńı

Předpokládejme, že L = A+ iB ∈ C a f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je
komplexńı funkce definovaná na prstencovém okoĺı bodu z0 = x0 + iy0.
Potom lim

z→z0
f(z) = L právě tehdy, když

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = A a lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = B.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Spojitost

Definice

Necht’ z0 ∈ C a f je komplexńı funkce definovaná na U(z0). Řekneme, že
f je spojitá v bodě z0, jestliže

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Řekneme, že f je spojitá na množině M ⊆ C, jestliže je spojitá v každém
bodě množiny M .

Př́ıklad

Konstantńı funkce, z, Re z, Im z, z a |z| jsou spojité funkce na C.
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