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Definice

Definice

Laplaceovou transformaci funkce f : [0,00) — C rozumime komplexni
funkci Z[f] = F definovanou prfedpisem

F(s) = /0 T Fettdt

za predpokladu, Ze integral konverguje pro alespoii jedno s € C.

Priklad

Q@ Z[1](s) = 1 pro kazdé s € C spliiujici Re s > 0.

@ Necht a € C. Potom .Z [e™] (s) = - pro kazdé s € C spliiujici
Res > Rea.
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Prostor L

Definice

Rekneme, 7e funkce f : [0,00) — C je exponencidlniho ¥adu, jestlize
existuje & € R a M > 0 tak, %e |f(t)] < Me® pro kazdé t € [0, 00). Cislo
« se nazyva index ristu funkce f.

Symbolem Lg ozna&ime mnoZinu viech po &astech spojitych funkci
f:[0,00) — C, které jsou exponencidlniho ¥adu.

e MnoZina Ly je uzav¥end na linedrni kombinace a (kone&né) sou&iny
(tj. je-li f,g€ Lo aaeC, pak f+g,af, fg € Ly).

Priklad
Q 1, ¢ sint acost jsou v L.
@ Kazdy polynom je v Ly.
@ ¢ c Ly pro kazdé a € C.
Q ¢ ¢ L.

v
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Prostor L

Véta (O existenci Laplaceovy transformace)

Jestlize f € Ly, pak jeji Laplaceiv obraz £ [f(t)] (s) existuje a navic je
holomorfni na poloroviné Re s > «, kde a je index ristu funkce f.

Dikaz: Vynechavame |
e Umluva: V daléim nebudeme rozligovat mezi funkei f € Lo a funki,
kterd vznikne z f dodefinovanim nulou na intervalu (—oc,0).

Definice
Funkce

se nazyva Heavisideova funkce.

o Je-li f:R — C takovd, Ze f||p,«) € Lo, pak podle nasi dmluvy
nerozliSujeme mezi f|jg ) a f- 1.
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Tvrzeni
Necht f,ge Ly aa € C.

Q@ Z[f(t) +ag®)](s) = Z[f()] (s) + aL [g(t)] (s).

@ Jestlize je a kladné rediné &islo, pak £ [f(at)] (s) = 1L [f(1)] (£).
@ Z[c"f(1)] (s)=2Z[f(t)] (s —a).

Q Jestlize je a kladné redlné &islo, pak

LWL —a)](s) = =L [f(t + a)] (s).

Diikaz: Viz pfednaska. |

e Bod @ Ize (s vyuZitim na¥i imluvy) pfepsat do tvaru

L[t —a)l(t —a)](s) = e ZL[f ()] (5) -
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

P¥iklad
Q@ ProweCije
L sin(wt)] (s) = 5 a ZLfeos(wt)](s) = 5——
Sin(w S _32—|—w2 a COS(Ww S _52—|—w2.
@ ProacCje
1
at _: _
£ [e%sint] (s) = Goartl
© Proa>0je
L1t - a)) (s) = —.
o)
6—2(5—1)
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Véta (O obrazu derivace)

Jestlizen e N a f, f',...,f™ e Ly, pak

Z [P0 (5) = "L (1)) (5) =" F(0) =5 2 (0) .= F 7D 0).

Diikaz: Viz prednaska.
P¥iklad

n!

L () = -
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Véta (O derivaci obrazu)

Jestlize f € Lo, pak

L2 () = L 0] 5).

Diikaz: Viz pfednaska.
Ptiklad
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Véta (O obrazu periodické funkce)
Jestlize f € Ly je periodicka funkce (na intervalu [0,0)) s periodou
T>0 (Y. f(t+T)= f(t) pro kazdé t € [0,00)), pak

T —st
2] (s) = 2O

Dikaz: Vynechdvame. |
Priklad
At
b e Uren[2k — 2,2k — 1),
0, t€Upenl2k—1,2k).
Potom
L)) =
S) = —F—F <.
s(1—e29)
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Konvoluce

Definice

Necht f,g € Lo. Funkce h = f * g : [0,00) — R definovand predpisem

0= [ foute-na

se nazve konvoluce funkci f a g.

o Chapeme-li funkce z pfedchozi definice dodefinované 0 na (—oo,0)
pak se definice konvoluce shoduje s definici uvedenou v kapitole o

Fourierové transformaci.
@ f x g existuje pro kazdé dvé funkce f,g € Lo a f*xg € Ly.
@ Plati: fxg=g=x f.
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Konvoluce

P¥iklad
Necht f,g € Lo jsou dany predpisy f(t) =t a g(t) = 1. Potom

t2

(f+9)H) =5

Véta (O obrazu konvoluce)

Jestlize f,g € Ly, potom

Z[(f = g))] (s) = Z [f(1)] (s) £ [g(t)] (s).
Dikaz: Vynechdvame. |
P¥iklad
o 3[1*1](3)28%.
Q ZLtxel](s) = o

s2(s—1)"
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Inverzni Laplaceova transformace

@ Necht komplexni funkce F(s) je Laplaceova transformace n&jaké
funkce z Lg. Jak najit jeji vzor?

@ Pro nalezeni vzoru potfebujeme najit ¥eSeni integralni rovnice

F(s) = /0 T e at.

@ Vzor neni urlen jednozna&n& (nap¥. funkce z Lo, které se li&i jen na
kone¢né mnozin&, maji stejnou Laplaceovu transformaci).

Véta (Lerchova véta)

JestliZe f,g € Lo jsou spojité zprava v kaZdém bodé intervalu [0, 00) a
maji stejnou Laplaceovu transformaci, pak f = g.

Dikaz: Vynechdvame. |

Martin Bohata Komplexni analyza Laplaceova transformace 12/18



Inverzni Laplaceova transformace

@ Znateni: Symbolem Z~1 [F(s)] (t) oznatime funkci f € Ly, ktera je
spojitd zprava v kazdém bod& intervalu [0, 00) a spliiuje

Z )] (s) = F(s).

Véta (O inverzi)

Necht f € Ly (dodefinovand nulou na (—oc,0)) m4 index ristu o a f’ je
po &dstech spojitd na [0,00). Jestlize F(s) = £ [f(t)] (s), potom

) +fE=) 1 /““Oo

1
= — F(s)e'®ds := — lim / F(s)e ds,
2 271 C(a,b)

oo 27TZ b—+oo

kde a > o a C(a,b) je usetka s parametrizaci (1) = a + i1, T € [—b, b]

v

Duikaz: Vynechavame. n
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Inverzni Laplaceova transformace

° W = & [“71°° F(s)e!® ds se nazyva Riemanniiv-Mellintv
e Ja—100

vzorec a pfimka Re s = a se nazyva Bromwichova linie.

Disledek

Necht F(s) = % Je raciondIni funkce takovd, Ze st P < st Q.
PFedpokladejme, Ze z1, ..., z, jsou vsechny pdly funkce F'(s). Potom

n

f(t)y =L [F()](t) = ) ress, F(s)e™

k=1
pro kazdé t € [0, c0).
Diikaz: Vynechavame. |
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Inverzni Laplaceova transformace

Priklad

1 [25+3

52+1] (t) = 2cost + 3sint.

@ P¥i splnéni urditych pt¥edpokladi 1ze pomoci souétu rezidui hledat i
vzory k jinym funkcim, neZ jsou funkce raciondlni. Do této skupiny
pat¥i napfiklad funkce tvaru

P(s) 1

Q(s)1—e=sT"

kde T' > 0 a P,Q jsou polynomy spliiujici st P < st Q.

F(s) =
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Inverzni Laplaceova transformace

P¥iklad
A‘E F(S) = m Vzor k této fUnkCi _je

1 . 271'1nt
t) = - _—,
1) 1— e + Z 2min + 1

Zamérn& neznatime f(t) symbolem .Z~1[F(s)] (t), nebot f(t) neni
spojitd zprava na [0,00).

. 1 —t 1000 eQwint
Aproximace f tvaru ;=—e~" 4 >

n=—1000 27711 M4 graf:

0 1 2 3 4 5
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Inverzni Laplaceova transformace

@ Avsak vzorec se souctem rezidui nelze pouzit vZdy!
e Hleddme-li vzor f k F(s) = G(s)e™**, nalezneme nejd¥ive vzor g
k funkci G a poté vyuZijeme toho, Ze f(t) = g(t — a)1(t — a).
Priklad
Q Pro F(s) = ? je vzor f(t) = 1(t — 1), ale formdlIni vyuZiti vzorce
s rezidui by dalo funkci t — 1.
Q F(s)= m ma vzor

1 (t 0 0 Qﬁzn(t 1)
t — | 1(t—1).
1) = 1—e +nz 2min + 1 ( )
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Aplikace na ¥eSeni diferencidlnich rovnic
P¥iklad
Je dana dloha

y"'(t) +y(t) =sint, y(0) =y (0) = 0.

Jejf Yedenf je y(t) = $sint — £ cost pro t > 0. Toto YeSeni Ize evidentn&
prodlouzit na R.

v
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