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Definice

Definice

Laplaceovou transformaćı funkce f : [0,∞)→ C rozuḿıme komplexńı
funkci L [f ] = F definovanou p̌redpisem

F (s) =

∫ ∞
0

f(t)e−ts dt

za p̌redpokladu, že integrál konverguje pro alespoň jedno s ∈ C.

Př́ıklad

1 L [1] (s) = 1
s pro každé s ∈ C splňuj́ıćı Re s > 0.

2 Necht’ a ∈ C. Potom L
[
eat
]
(s) = 1

s−a pro každé s ∈ C splňuj́ıćı
Re s > Re a.
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Prostor L0

Definice

Řekneme, že funkce f : [0,∞)→ C je exponenciálńıho řádu, jestliže
existuje α ∈ R a M > 0 tak, že |f(t)| ≤Meαt pro každé t ∈ [0,∞). Č́ıslo
α se nazývá index r̊ustu funkce f .
Symbolem L0 označ́ıme množinu všech po částech spojitých funkćı
f : [0,∞)→ C, které jsou exponenciálńıho řádu.

Množina L0 je uzav̌rená na lineárńı kombinace a (konečné) součiny
(tj. je-li f, g ∈ L0 a α ∈ C, pak f + g, αf, fg ∈ L0).

Př́ıklad

1 1, t, sin t a cos t jsou v L0.

2 Každý polynom je v L0.

3 eat ∈ L0 pro každé a ∈ C.

4 et
2
/∈ L0.
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Prostor L0

Věta (O existenci Laplaceovy transformace)

Jestliže f ∈ L0, pak jej́ı Laplace̊uv obraz L [f(t)] (s) existuje a nav́ıc je
holomorfńı na polorovině Re s > α, kde α je index r̊ustu funkce f .

Důkaz: Vynecháváme �

Úmluva: V daľśım nebudeme rozlǐsovat mezi funkćı f ∈ L0 a funkćı,
která vznikne z f dodefinováńım nulou na intervalu (−∞, 0).

Definice

Funkce

1(t) =

{
1, t ≥ 0

0, t < 0

se nazývá Heavisideova funkce.

Je-li f : R→ C taková, že f |[0,∞) ∈ L0, pak podle naš́ı úmluvy
nerozlǐsujeme mezi f |[0,∞) a f · 1.
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Tvrzeńı

Necht’ f, g ∈ L0 a a ∈ C.

1 L [f(t) + ag(t)] (s) = L [f(t)] (s) + aL [g(t)] (s).

2 Jestliže je a kladné reálné č́ıslo, pak L [f(at)] (s) = 1
aL [f(t)]

(
s
a

)
.

3 L
[
eatf(t)

]
(s) = L [f(t)] (s− a).

4 Jestliže je a kladné reálné č́ıslo, pak
L [f(t)1(t− a)] (s) = e−asL [f(t+ a)] (s).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Bod 4 lze (s využit́ım naš́ı úmluvy) p̌repsat do tvaru

L [f(t− a)1(t− a)] (s) = e−asL [f(t)] (s) .
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Př́ıklad

1 Pro ω ∈ C je

L [sin(ωt)] (s) =
ω

s2 + ω2
a L [cos(ωt)] (s) =

s

s2 + ω2
.

2 Pro a ∈ C je

L
[
eat sin t

]
(s) =

1

(s− a)2 + 1
.

3 Pro a > 0 je

L [1(t− a)] (s) = e−as

s
.

4

L
[
1(t− 2)et

]
(s) =

e−2(s−1)

s− 1
.
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Věta (O obrazu derivace)

Jestliže n ∈ N a f, f ′, . . . , f (n) ∈ L0, pak

L
[
f (n)(t)

]
(s) = snL [f(t)] (s)−sn−1f(0)−sn−2f ′(0)− . . .−f (n−1)(0).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

L [tn] (s) =
n!

sn+1
.
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Věta (O derivaci obrazu)

Jestliže f ∈ L0, pak

d

ds
L [f(t)] (s) = −L [tf(t)] (s) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

L
[
tet
]
(s) =

1

(s− 1)2
.
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Vlastnosti Laplaceovy transformace

Věta (O obrazu periodické funkce)

Jestliže f ∈ L0 je periodická funkce (na intervalu [0,∞)) s periodou
T > 0 (tj. f(t+ T ) = f(t) pro každé t ∈ [0,∞)), pak

L [f(t)] (s) =

∫ T
0 f(t)e−st dt

1− e−sT
.

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad

At’

f(t) =

{
1, t ∈

⋃
k∈N[2k − 2, 2k − 1),

0, t ∈
⋃
k∈N[2k − 1, 2k).

Potom

L [f(t)] (s) =
1− e−s

s (1− e−2s)
.
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Konvoluce

Definice

Necht’ f, g ∈ L0. Funkce h = f ∗ g : [0,∞)→ R definovaná p̌redpisem

h(t) =

∫ t

0
f(τ)g(t− τ) dτ

se nazve konvoluce funkćı f a g.

Chápeme-li funkce z p̌redchoźı definice dodefinované 0 na (−∞, 0),
pak se definice konvoluce shoduje s definićı uvedenou v kapitole o
Fourierově transformaci.

f ∗ g existuje pro každé dvě funkce f, g ∈ L0 a f ∗ g ∈ L0.

Plat́ı: f ∗ g = g ∗ f .
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Konvoluce

Př́ıklad

Necht’ f, g ∈ L0 jsou dány p̌redpisy f(t) = t a g(t) = 1. Potom

(f ∗ g)(t) = t2

2
.

Věta (O obrazu konvoluce)

Jestliže f, g ∈ L0, potom

L [(f ∗ g)(t)] (s) = L [f(t)] (s)L [g(t)] (s) .

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad

1 L [1 ∗ 1] (s) = 1
s2

.

2 L
[
t ∗ et

]
(s) = 1

s2(s−1) .
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Inverzńı Laplaceova transformace

Necht’ komplexńı funkce F (s) je Laplaceova transformace nějaké
funkce z L0. Jak naj́ıt jej́ı vzor?

Pro nalezeńı vzoru poťrebujeme naj́ıt řešeńı integrálńı rovnice

F (s) =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt.

Vzor neńı určen jednoznačně (nap̌r. funkce z L0, které se lǐśı jen na
konečné množině, maj́ı stejnou Laplaceovu transformaci).

Věta (Lerchova věta)

Jestliže f, g ∈ L0 jsou spojité zprava v každém bodě intervalu [0,∞) a
maj́ı stejnou Laplaceovu transformaci, pak f = g.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Inverzńı Laplaceova transformace

Značeńı: Symbolem L −1 [F (s)] (t) označ́ıme funkci f ∈ L0, která je
spojitá zprava v každém bodě intervalu [0,∞) a splňuje
L [f(t)] (s) = F (s).

Věta (O inverzi)

Necht’ f ∈ L0 (dodefinovaná nulou na (−∞, 0)) má index r̊ustu α a f ′ je
po částech spojitá na [0,∞). Jestliže F (s) = L [f(t)] (s), potom

f(t+) + f(t−)
2

=
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
F (s)ets ds :=

1

2πi
lim

b→+∞

∫
C(a,b)

F (s)ets ds,

kde a > α a C(a, b) je úsečka s parametrizaćı ϕ(τ) = a+ iτ , τ ∈ [−b, b].

Důkaz: Vynecháváme. �

Martin Bohata Komplexńı analýza Laplaceova transformace 13 / 18



Inverzńı Laplaceova transformace

f(t+)+f(t−)
2 = 1

2πi

∫ a+i∞
a−i∞ F (s)ets ds se nazývá Riemannův-Mellinův

vzorec a p̌ŕımka Re s = a se nazývá Bromwichova linie.

Důsledek

Necht’ F (s) = P (s)
Q(s) je racionálńı funkce taková, že stP < stQ.

Předpokládejme, že z1, . . . , zn jsou všechny póly funkce F (s). Potom

f(t) = L −1 [F (s)] (t) =

n∑
k=1

reszk F (s)e
st

pro každé t ∈ [0,∞).

Důkaz: Vynecháváme. �
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Inverzńı Laplaceova transformace

Př́ıklad

L −1
[
2s+ 3

s2 + 1

]
(t) = 2 cos t+ 3 sin t.

Při splněńı určitých p̌redpokladů lze pomoćı součtu rezidúı hledat i
vzory k jiným funkćım, než jsou funkce racionálńı. Do této skupiny
paťŕı nap̌ŕıklad funkce tvaru

F (s) =
P (s)

Q(s)

1

1− e−sT
.

kde T > 0 a P,Q jsou polynomy splňuj́ıćı stP < stQ.
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Inverzńı Laplaceova transformace

Př́ıklad

At’ F (s) = 1
(s+1)(1−e−s) . Vzor k této funkci je

f(t) =
1

1− e
e−t +

∞∑
n=−∞

e2πint

2πin+ 1
.

Záměrně neznač́ıme f(t) symbolem L −1 [F (s)] (t), nebot’ f(t) neńı
spojitá zprava na [0,∞).

Aproximace f tvaru 1
1−ee

−t +
∑1000

n=−1000
e2πint

2πin+1 má graf:
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Inverzńı Laplaceova transformace

Avšak vzorec se součtem rezidúı nelze použ́ıt vždy!

Hledáme-li vzor f k F (s) = G(s)e−as, nalezneme nejďŕıve vzor g
k funkci G a poté využijeme toho, že f(t) = g(t− a)1(t− a).

Př́ıklad

1 Pro F (s) = e−s

s je vzor f(t) = 1(t− 1), ale formálńı využit́ı vzorce
s rezidui by dalo funkci t 7→ 1.

2 F (s) = e−s

(s+1)(1−e−s) má vzor

f(t) =

[
1

1− e
e−(t−1) +

∞∑
n=−∞

e2πin(t−1)

2πin+ 1

]
1(t− 1).
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Aplikace na řešeńı diferenciálńıch rovnic

Př́ıklad

Je dána úloha

y′′(t) + y(t) = sin t, y(0) = y′(0) = 0.

Jej́ı řešeńı je y(t) = 1
2 sin t−

t
2 cos t pro t ≥ 0. Toto řešeńı lze evidentně

prodloužit na R.
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