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Motivace a definice

Analogii Laplaceovy transformace pro posloupnosti – budeme moci
použ́ıvat analytické metody i v diskrétńıch problémech.

Aplikace: Řešeńı diferenčńıch rovnic, zpracováńı signálu, . . .

Definice

Necht’ (an)∞n=0 je posloupnost komplexńıch č́ısel. Konverguje-li řada

∞∑
n=0

an
zn

na nějakém okoĺı nekonečna, pak se jej́ı součet (na nejvěťśım možném
okoĺı nekonečna) nazývá Z-transformace posloupnosti (an)∞n=0.

Značeńı: Z-transformaci posloupnosti (an)∞n=0 budeme značit velkým
ṕısmenem (nap̌r. F (z), . . . ) nebo symbolem Z [an] (z).
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Jednoduché p̌ŕıklady

Př́ıklad

1 Necht’ α ∈ C. Pak
Z [αn] (z) =

z

z − α
pro |z| > |α|. Speciálně

Z [1] (z) =
z

z − 1

pro |z| > 1.

2

Z

[
1

n!

]
(z) = e

1
z

pro |z| > 0.
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Prostor Z0

Definice

Řekneme, že posloupnost (an)∞n=0 komplexńıch č́ısel je exponenciálńıho
řádu, jestliže existuje M > 0 a α ∈ R tak, že |an| ≤Meαn pro každé
n ∈ N0.
Symbolem Z0 označ́ıme množinu všech komplexńıch posloupnost́ı
exponenciálńıho řádu.

Množina Z0 je uzav̌rená na

1 lineárńı kombinace;

2 (konečné) součiny.
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Prostor Z0

Př́ıklad

1 Každá omezená posloupnost je v Z0.

2 Je-li P polynom, pak (P (n))∞n=0 ∈ Z0.

3 (n!)∞n=0 /∈ Z0.

Věta (O existenci Z-transformace)

Z-transformace posloupnosti (an)∞n=0 komplexńıch č́ısel existuje právě
tehdy, když (an)∞n=0 ∈ Z0.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Vlastnosti Z-transformace

Tvrzeńı

Necht’ (an)∞n=0, (bn)∞n=0 ∈ Z0 a α ∈ C.

1 Z [an + αbn] (z) = Z [an] (z) + αZ [bn] (z).

2 Jestliže α 6= 0, pak Z [αnan] (z) = Z [an]
(
z
α

)
.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

1 Necht’ ω ∈ C. Pak

Z [sin(ωn)] (z) =
z sinω

z2 − 2z cosω + 1
,

Z [cos(ωn)] (z) =
z2 − z cosω

z2 − 2z cosω + 1
.

2 Z
[
3− 2n

n!

]
(z) = 3z

z−1 − e
2
z .
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Vlastnosti Z-transformace

Věta (O obrazu posunut́ı)

Jestliže (an)∞n=0 ∈ Z0 a k ∈ N, pak

Z [an+k] (z) = zkZ [an] (z)− a0zk − a1zk−1 − . . .− ak−1z.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

Z
[
sin
(π

2
(n+ 2)

)]
(z) = − z

z2 + 1
.

Př́ıklad

Necht’ (an)∞n=0 je komplexńı posloupnost, jej́ıž Z-transformace je F (z).
Pak Z-transformace diference ∆(an)∞n=0 = (an+1 − an)∞n=0 posloupnosti
(an)∞n=0 je

Z [an+1 − an] (z) = (z − 1)F (z)− za0.
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Vlastnosti Z-transformace

Věta (O derivaci obrazu)

Jestliže (an)∞n=0 ∈ Z0, pak

Z [nan] (z) = −z d

dz
Z [an] (z) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

Z [n] (z) =
z

(z − 1)2
.
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Konvoluce

Definice

Konvoluce posloupnost́ı (an)∞n=0 ∈ Z0 a (bn)∞n=0 ∈ Z0 je posloupnost
(cn)∞n=0 = (an)∞n=0 ∗ (bn)∞n=0, jej́ıž prvky jsou

cn =

n∑
k=0

akbn−k

pro každé n ∈ N0.

Př́ıklad

(1)∞n=0 ∗ (1)∞n=0 = (n+ 1)∞n=0
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Konvoluce

Věta (O obrazu konvoluce)

Jestliže (an)∞n=0, (bn)∞n=0 ∈ Z0, potom

Z [an ∗ bn] (z) = Z [an] (z) Z [bn] (z)

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

Z [1 ∗ 1] (z) =
z2

(z − 1)2
.
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Inverzńı Z-transformace

Značeńı: H∞ . . . množina všech holomorfńıch funkćı na nějakém okoĺı
nekonečna (které nelze holomorfně prodloužit na věťśı okoĺı nekonečna)
s konečnou limitou v nekonečnu.

Věta (O bijektivnosti Z-transformace)

Z-transformace je bijekce množiny Z0 na množinu H∞.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Definice

Inverzńı Z-transformace funkce F ∈ H∞ je posloupnost (an)∞n=0 taková,
že Z [an] (z) = F (z).
Symbolem Z −1 [F (z)] (n) budeme značit n-tý prvek inverzńı
Z-transformace funkce F .
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Inverzńı Z-transformace

Možnosti nalezeńı inverzńı Z-transformace funkce F ∈ H∞:

rozvojem F (z) do Laurentovy řady konverguj́ıćı na U(∞).

Integrálńı formuĺı:

an =
1

2πi

∫
C
F (z)zn−1 dz,

kde C je libovolná kladně orientovaná Jordanova ǩrivka lež́ıćı v U(∞)
(na kterém odpov́ıdaj́ıćı Laurentova řada konverguje).
Integrál lze často vypoč́ıst pomoćı Reziduové věty.

Využit́ım vzorce

an = lim
z→∞

zn

[
F (z)−

n−1∑
k=0

ak
zk

]
pro n ∈ N0. Užitečný je zejména vzorec pro koeficient a0:

a0 = lim
z→∞

F (z).
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Inverzńı Z-transformace

Př́ıklad

Necht’

F (z) =
1

(z − 1)(z − 2)
.

Potom

a0 = Z −1 [F (z)] (0) = 0,

an = Z −1 [F (z)] (n) = −1 + 2n−1 pro každé n ∈ N.
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Aplikace

Př́ıklad

Řešeńı diferenčńı rovnice

yn+2 − 3yn+1 + 2yn = 0

splňuj́ıćı počátečńı podḿınky y0 = 1 a y1 = 2 je (yn)∞n=0, kde

yn = 2n

pro každé n ∈ N0.
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Aplikace – Model HDP v uzav̌rené ekonomice

P.A. Samuelson: Interactions between the Multiplier Analysis and the Principle of

Acceleration, The Review of Economics and Statistics 21 (1939), 75–78.

Př́ıklad (Samuelson – Model HDP)

Značeńı:

1 Yn... HDP v n-tém obdob́ı;

2 Cn... spoťrebitelské výdaje v n-tém obdob́ı;

3 In... soukromé investice v n-tém obdob́ı;

4 Gn... vládńı výdaje v n-tém obdob́ı;

Předpoklady:

Yn = Cn + In +Gn.

Existuje α > 0 tak, že Cn = αYn−1.

Existuje β > 0 tak, In = β(Cn − Cn−1).

Gn = 1.
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Aplikace – Model HDP v uzav̌rené ekonomice

Př́ıklad (Samuelson – Model HDP)

Z p̌redpokladů dostaneme pro vývoj HDP diferenčńı rovnici:

Yn+2 − α(1 + β)Yn+1 + αβYn = 1.

Volme pro konkrétnost α = 1
2 a β = 1. Pak

Yn+2 − Yn+1 +
1

2
Yn = 1.

Máme-li počátečńı podḿınky Y0 = 2 a Y1 = 3, potom řešeńı je

Yn = 2 + 21−
n
2 sin

(π
4
n
)
.
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Aplikace – teorie informace

C.E. Shannon: A Mathematical Theory of Communications, The Bell System

Technical Journal 27 (1948), 379–423.

Př́ıklad (Shannon – kapacita diskrétńıho kanálu bez šumu)

Zpráva je konečná posloupnost, jej́ıž prvky jsou symboly S1, . . . , Sk.

Symbolu Sl (kde 1 ≤ l ≤ k) odpov́ıdá signál o délce nl časových
jednotek.

Počet Nn zpráv, jejichž signál má trváńı n (kde n ≥ max{n1, . . . , nk})
časových jednotek, je

Nn = Nn−n1 + · · ·+Nn−nk
.
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Aplikace – teorie informace

Př́ıklad (Shannon – kapacita diskrétńıho kanálu bez šumu)

Pro jednoduchost p̌redpokládejme, že k dispozici jsou jen dva symboly S1
a S2, pro které je n1 = 1 a n2 = 2. Pak muśı platit

Nn+2 −Nn+1 −Nn = 0

pro všechna n ≥ 0. Z interpretace Nn plyne, že počátečńı podḿınky muśı
být N0 = 0 a N1 = 1. Proto řešeńı je

Nn =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n
− 1√

5

(
1−
√

5

2

)n
Kapacita kanálu je

C := lim
n→∞

log2Nn

n
= log2

1 +
√

5

2
≈ 0, 69.
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