Komplexni analyza

Z-transformace

Martin Bohata

Katedra matematiky
FEL CVUT v Praze
bohata@math.feld.cvut.cz

Martin Bohata Komplexni analyza

Z-transformace

1/18



Motivace a definice

@ Analogii Laplaceovy transformace pro posloupnosti — budeme moci

pouzivat analytické metody i v diskrétnich problémech.

@ Aplikace: Reseni diferenénich rovnic, zpracovani signalu, ...

Definice

Necht (a,,)5°, je posloupnost komplexnich &isel. Konverguje-li Yada

00
Qan

on
n=0

na n&jakém okoli nekonetna, pak se jeji soutet (na nejvé&tsim mozném
okoli nekonetna) nazyva Z-transformace posloupnosti ()52,

Znakeni: Z-transformaci posloupnosti (a, )5, budeme znatit velkym
pismenem (nap¥. F'(z),...) nebo symbolem % [a,] (2).
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Jednoduché priklady

Ptiklad
@ Necht a € C. Pak ;
Z o =
0] (2) = =
pro |z| > |a|. Specidln&
z
1 —
O
pro |z| > 1.
° 1
1
z [ﬁ] (2) =e>
pro |z| > 0.
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Prostor Z

Definice

Rekneme, %e posloupnost (an)22y komplexnich &isel je exponencidlniho
fadu, jestlize existuje M > 0 a o € R tak, Ze |ap| < Me®" pro kazdé
n € Np.

Symbolem Zjy oznadime mnoZinu v8ech komplexnich posloupnosti
exponencialniho ¥adu.

MnoZina Zj je uzavfena na
@ linedrni kombinace;

@ (konetné) soutiny.
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Prostor Z

Priklad
O Kazda omezena posloupnost je v Zj.
@ Je-li P polynom, pak (P(n))>2, € Z.
Q (n)7ly € Zo.

Véta (O existenci Z-transformace)

Z-transformace posloupnosti (a,)s>, komplexnich &isel existuje pravé
tehdy, kdyZ (an)22 € Zp.

Dikaz: Vynechdvame. |
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Vlastnosti Z-transformace

Tvrzeni

Necht (an)5 o, (bn)2 € Zo a a € C.
QO Zlan +aby] (2) = Z'[an] (2) + aZ [by] (2).
Q Jestlize e # 0, pak Z [ ay] (2) = Z [an] (£) .

Diikaz: Viz prednaska.
P¥iklad
@ Necht w € C. Pak

zsinw
22 —2zcosw+1’
22 — zcosw

22 —2zcosw+1°

Z [sin(wn)] (z) =

Z [cos(wn)] (z) =

2

@ Z[3-2](z) =2 —e2.

nl z—1
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Vlastnosti Z-transformace

Véta (O obrazu posunuti)
JestliZe (an)s> € Zy a k € N, pak

Z Janti] (2) = 2" % [an] (2) — ap2® — a2 -

cee— Ap—1%.
Diikaz: Viz prednaska. |
Priklad
z
(5030
ff{sm( (n+2))|(2) 21 ‘
Priklad

Necht (a,,)°, je komplexni posloupnost, jejiz Z-transformace je F'(z).

Pak Z-transformace diference A(a,) ) = (an+1 — an)5>, posloupnosti

(an)no je

Y Nant1 — an) (2) = (z = 1)F(z) — zayp.

v
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Vlastnosti Z-transformace

Véta (O derivaci obrazu)
Jestlize (a,)52 € Zo, pak

Z [nay) (2) = —z%ff [an] ().
Diikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad
Z[n)(z) = —
n| (z) = CEIE
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Konvoluce

Definice

Konvoluce posloupnosti (ay)52 € Zp a (bn)o>, € Zo je posloupnost
(cn)nzo = (an)nZo * (bn)nZo. Jeiiz prvky jsou

n
Cn = Z agbn—k
k=0

pro kazdé n € Ny.

P¥iklad

(DpZo * (DnZo = (n 4+ 1)a0
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Konvoluce

Véta (O obrazu konvoluce)

JestliZe (an)5 ), (bn)oy € Zo, potom

Z [an * bn] (2) = 2 [an] (2) Z [bn] (2)

Diikaz: Viz prednaska. |
Priklad
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Inverzni Z-transformace

Znaceni: Hy, ... mnoZina v8ech holomorfnich funkci na néjakém okoli
nekonetna (které nelze holomorfn& prodlouZit na v&tsi okoli nekonetna)

s konecnou limitou v nekoneénu.

Véta (O bijektivnosti Z-transformace) J

Z-transformace je bijekce mnoZiny Zy na mnoZinu H..

Diikaz: Viz prednaska. |

Definice

Inverzni Z-transformace funkce F' € Ho, je posloupnost (ay)22 , takova,
Ze Zlay) (2) = F(2).

Symbolem 2~ [F(z)] (n) budeme znatit n-ty prvek inverzni
Z-transformace funkce F.
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Inverzni Z-transformace

MozZnosti nalezeni inverzni Z-transformace funkce F' € H.:
@ rozvojem F'(z) do Laurentovy fady konvergujici na U(co).
o Integralni formuli:

1
an = — | F(2)z" tdz,
21 Jo
kde C' je libovolnd kladné& orientovand Jordanova kfivka lezici v U (o)
(na kterém odpovidajici Laurentova ¥ada konverguje).
Integrdl lze ¢asto vypolist pomoci Reziduové véty.

o Vyuzitim vzorce

a, = lim 2"
Z—00

pro n € Ng. UZitedny je zejména vzorec pro koeficient ag:
ap = lim F(z).
Z—0
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Inverzni Z-transformace

P¥iklad
Necht

Potom

ayg =

ap =

[

F(2)](0) =0,
F(2)](n)=—-1+42""1

pro kazdé n € N.
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Aplikace

P¥iklad

Regenf difereneni rovnice
Yn+2 — 3yn+1 + 2y, =0
spliiujici potatedni podminky yo =1 a y1 = 2 je (yn)22,, kde

yn:2n

pro kazdé n € Ny.
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Aplikace — Model HDP v uzavfené ekonomice

P.A. Samuelson: Interactions between the Multiplier Analysis and the Principle of
Acceleration, The Review of Economics and Statistics 21 (1939), 75-78.

P¥iklad (Samuelson — Model HDP)
Znaceni:
Q@ Y,... HDP v n-tém obdobi;
@ C,... spottebitelské vydaje v n-tém obdobf;
© I,,... soukromé investice v n-tém obdobi;
Q@ G,... vladni vydaje v n-tém obdobi;
Ptedpoklady:
o YV, =ChL+ I, + G,
o Existuje a > 0 tak, ze C), = aY,_1.
e Existuje 8 > 0 tak, I, = 5(Cy, — Cp—1).
o G, =1.
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Aplikace — Model HDP v uzavfené ekonomice

P¥iklad (Samuelson — Model HDP)
Z predpokladi dostaneme pro vyvoj HDP diferenéni rovnici:

Yoo — a(l + ﬁ)YnJrl +apY, =1.

Volme pro konkrétnost o = % a g =1.Pak

1
Yn+2 - Yn-l—l + §Yn =1

Mame-li pocatedni podminky Yy = 2 a Y7 = 3, potom YeSeni je

Y,=2+ 2173 sin (gn) .
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Aplikace — teorie informace

C.E. Shannon: A Mathematical Theory of Communications, The Bell System
Technical Journal 27 (1948), 379-423.

P¥iklad (Shannon — kapacita diskrétniho kandlu bez Sumu)

@ Zprava je kone&nda posloupnost, jejiz prvky jsou symboly Sy, ..., Sk.
e Symbolu S; (kde 1 <[ < k) odpovida signél o délce n; &asovych
jednotek.
Potet N, zprav, jejichz signdl ma trvani n (kde n > max{ni,...,ng})

Casovych jednotek, je

N, = Nn—nl +- Nn—nk'
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Aplikace — teorie informace

P¥iklad (Shannon — kapacita diskrétniho kanalu bez $umu)

Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze k dispozici jsou jen dva symboly 51
a So, pro které je n1 = 1 a no = 2. Pak musi platit

Nn+2 - Nn+1 - Nn =0

pro v8echna n > 0. Z interpretace N,, plyne, Ze po¢ate¢ni podminky musi
byt No =0 a N1 = 1. Proto ¥eSeni je

v L (1B 1 (1-v5)"
"5 2 NG 2

Kapacita kandlu je

log, N, 1 5
C := lim leogz V5
n—oo n

~ 0,69.

v
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