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Derivace

Definice
Necht f je komplexni funkce definovana na jistém okoli bodu zy € C.

Komplexni &islo f(29) se nazve derivaci funkce f v bod& zy, jestlize

oy oy S0+ h) — f(20)
f'(z0) = lim o .

Misto f'(20) piseme také %(Zo). Existuje-li f/(z0), pak ¥ikdme, Ze f je
diferencovatelnad v bodg& z.

Vy&si derivace definujeme jako v redlné analyze rekurzivné:
o [O(z) = f(0).
o fM(z) = (f V) (z) pron € N.
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Derivace

Jsou-li f a g diferencovatelné v bodé& z, potom
Q (f+9)(2)=f(2)+7(2)
Q (f9)(z) = ['(2)9(2) + f(2)d'(2).

/
! "(2)g(2)—f(2)d' (2 -
© (1) () = FEEILEIE aykoli je (=) £ 0.

P¥iklad
Uvazme funkci f(z) = 2", kde n € N. Potom pro kazdé z € C je

f'(z) = nz"" 1.

Je-li g diferencovatelnd v bodé& z a f diferencovatelnd v bod& g(z), pak
(fo9)(2) = f'(9(2))d ().

Tvrzeni
Jestlize f je diferencovatelnd v bodé z, pak je v z spojita. J

Diikaz: Vynechdvame. |
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Cauchyovy-Riemannovy podminky

Véta (Nutnd podminka diferencovatelnosti)

Necht komplexni funkce f je diferencovatelnd v bodé& zy = xg + iyg. Pak
u=Re f av=1Im f maji parcidlni derivace v bodé& (x¢,yo) a spliiuji
v tomto bodé& tzv. Cauchyovy-Riemannovy podminky:

ou ov
%(ivo’yo) = 67/(1‘0,3/0),
ou ov
@($o,yo) = —%(fﬁo,yo)-

Navic plati, Ze

0 0
f'(z0) = 5 (@0, y0) + i (0, o).

v

Dikaz: Viz prednaska. |
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Cauchyovy-Riemannovy podminky

P¥iklad
Funkce f(z) = Rez je spojitd na C, ale neni diferencovatelnd v zddném
bodé z € C!

Véta (Postacujici podminka diferencovatelnosti)

Necht zy = xg + iyg a f je komplexni funkce s redlnou &dsti u a
imagindrni &dsti v. JestliZe w a v maji spojité parcialni derivace v bodé
(z0,Yyo) a spliiuji Cauchyovy-Riemannovy podminky v tomto bodé&, pak f
je diferencovatelnd v bodé z.

v

Diikaz: Vynechavame. |
Priklad

Funkce f(2) = |2|? je spojitd na C, ale je diferencovatelnd pouze v bod&
z=0.
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Holomorfni funkce

Definice

Komplexni funkce f se nazve holomorfni na otevfené mnozin& €2 C C,
jestlize je diferencovatelnd v kaZzdém bodé z € 2.
Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

P¥iklad
@ Polynom f(2) = an2" + an_12"" 1 + -+ a1z + ag, kde
Qn,---,a0 € Can e Ng, je celistvd funkce.

@ Racionélni funkce f(z) = szg kde P, jsou polynomy a @Q # 0, je
holomorfni funkce na svém defini¢nim oboru D = {z € C|Q(z) # 0}.

Tvrzeni

Je-li f' =0 na oblasti Q C C, pak f je konstantni na Q.

v

Dikaz: Vynechavame. n
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Harmonické funkce

Definice

Necht D C R? a Q C D je oblast. Rekneme, 7e funkce ® : D — R je
harmonickd na €2, jestlize ® ma spojité druhé parcidlni derivace na  a
Ad =0 na Q.

Priklad
2 _ .2

Je déna celistva funkce f(z) = 22. Jeji redlna &ast u(z,y) = 2% — y? a
imagindrni &ist v(x,y) = 22y jsou harmonické na R2.

Tvrzeni

Necht f je holomorfni na oblasti Q2 C C. Potom redlnd a imaginarni &dst
funkce f jsou harmonické funkce na ).

v

Dikaz: Viz prednaska. |

Martin Bohata Komplexni analyza Derivace komplexni funkce 7/8



Harmonické funkce

Definice

Necht u je harmonicka funkce na oblasti  C R?. Funkci v nazveme
harmonicky sdruzenou k u, jestlize u + iv je holomorfni funkce na Q.

P¥iklad
Je dana funkce u(z,y) = 22 — y? + z, (z,y) € R
@ Funkce u je harmonicka na R2.

@ Harmonicky sdruzend funkce v k funkci u na R? je tvaru
v(z,y) = 2zxy +y+ K, kde K je libovolna redlnad konstanta.
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