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Exponenciila

Definice

Komplexni funkce e* = e*(cosy + isiny), z = = + iy € C, se nazyva
exponencialni funkce (kratce exponenciala).
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Euleriiv vzorec: e’ = cosg +isinyp, ¢ € R.
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Exponenciila

Tvrzeni

Pro viechna z,w € C plati
0 €z+w — ezew,.
@ |¢*| =€, kde x = Rez;
e e? 7& 0,.
Q ¢ %= e%,.
Q e =¢*;

Q e* =Y prdavé tehdy, kdyZ w = z + 2kmi pro n&jaké k € Z.

Dukaz: Viz cvileni. [ ]
Tvrzeni

Exponencila je celistvd funkce a plati (¢*)' = e* pro kaZdé » € C.

Diikaz: Viz prednaska. |
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Goniometrické funkce

Pro x € R plyne z Eulerova vzorce, Ze

] eiz _ efix eiz + efiz
smr =-——— cosy = —————
2 2
To nas motivuje k nasledujici definici:

Definice

s . iz _p—iz Ve . ’

Komplexni funkce sin z = “—=7—, z € C, se nazyvé sinus. Komplexni

eiz+€7iz
2

funkce cos z = , z € C, se nazyva kosinus.
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Goniometrické funkce

Tvrzeni
Q sinz = 0 pravé tehdy, kdyZz z = km pro néjaké k € Z.
@ cosz = 0 pravé tehdy, kdyZ z = § + km pro néjaké k € Z.

© (sinz) = cosz a (cosz) = —sinz pro kaZdé = € C.

Dikaz: Viz prednaska. |
o Plati analogické identity jako v redlném p¥ipadé
(sin?z +cos?z=1,...).

@ Obdobné& jako v redlném p¥ipadé miZeme definovat funkce tangens a

kotangens:
tgz = sz, ZGC\{E—{—]{ZT(‘]{ZEZ};
Cos 2 2
CoSs z
t = C\{krm|keZ).
cotg z . z2€C\{kn|keZ}
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Hyperbolické funkce

Definice

Hyperbolicky sinus je funkce definovand vztahem sinh z = ez_;_z, z e C.

Hyperbolicky kosinus je funkce definovand vztahem cosh z = 75”2@72,
z € C.

@ Pro v3echna z € C plati (sinh z)’ = cosh z a (cosh z)" = sinh z.

e Plati vztahy mezi hyperbolickymi a goniometrickymi funkcemi (tzv.
Osbornova pravidla):

cos(iz) = coshz, prokazdé z € C;

sin(iz) = isinhz, pro kazdé z € C.
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Logaritmus

Priklad

UvaZme rovnici e = z, kde z € C\ {0} je libovolné pevné. Polozime-li
z = |2z|e!¥8% dostaneme eRe¥ = |z| a ™MW = ¢i¥8Z Mno¥ina viech
FeSeni uvedené rovnice proto je

Lnz = {ln|z| +i(argz + 2km) |k € Z} = In|z| + i Arg 2.

P¥ifazeni z — Linz, z # 0, je tzv. mnohozna&nd funkce nazyvana
logaritmus.
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Logaritmus

Vybereme-li pro kazdé z € C\ {0} jednu hodnotu z mnoZiny Ln z,
dostaneme komplexni funkci definovanou na C\ {0}.

Definice

Komplexni funkce Inz = In |z| +iarg z, z € C\ {0}, se nazyva hlavni
hodnota logaritmu.

Iminz
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Logaritmus

Priklad
In(1) =0, In(—1) = 4m, In(i) = iF.

e Plati Ln(zw) = Lnz + Lnw, ale obecng je In(zw) # Inz + Inw.

Priklad

Pro z = w = ¢ii™ je In(zw) = —%T + 3’7” =Inz+hw.

o el"? = 2 pro kazdé z € C\ {0}. Ale obecné je z # In e

P¥iklad
In (627Ti) = 0 # 2mi.

@ Jelliz=x+iy, kdexz € Ray € (—m, 7|, pak Ine* = z.
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Logaritmus

@ PF¥ipomefime, Ze

arctg ¥ pro Rez > 0,
argz = 4 5 — arctg§ pro Imz > 0,
-3 - arctg% pro Im z < 0.

Tvrzeni

Komplexni funkce In z je holomorfni na
N=C\{z€C|Rez<0,Imz =0}

a pro kazdé z € Q) plati (Inz)' = 1.

Dikaz: Viz prednaska.
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