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K¥ivky

Definice

MnoZina C C C se nazve kfivka, jestliZe existuje spojité zobrazenf{
¢ : [a,b] — C takové, ze C' = {¢(t) |t € [a,b]} a [a,]] |ze rozd&lit na
kone&n& mnoho uzavienych podintervalii, na kterych je ¢ spojita.

Terminologie:
@  ...parametrizace k¥ivky C'.
@ p(a) ...potatetni bod k¥ivky C.
©(b) ... koncovy bod k¥ivky C.
Uzavfena k¥ivka ... p(a) = ¢(b).
Jednoducha k¥ivka ... jestlize ¢(s) = p(t) a s <t, pak s=aat=0b.

Jordanova k¥ivka . ..jednoduchd uzavfena k¥ivka.

@' (t) ... te€ny vektor ke k¥ivce C' v bod& ¢(t).
L(C) = [P |¢/(t)| dt ... délka KFivky.
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K¥ivky

@ orientace k¥ivky je zplisob , prochdzeni” k¥ivky.

e —(C ...opatné orientovana kFivka ke k¥ivce C. (Je-li p(t), t € [a,b],
parametrizace k¥ivky C, pak ¢ (t) = p(a +b—1t), t € [a,b], je
parametrizace kfivky —C'.)

@ Jordanova kfivka je kladné orientovana ... prochazime-li ji proti sméru
hodinovych ruéicek.

@ Jordanova kFivka je zdporné orientovana ... prochazime-li ji po sméru
hodinovych rudicek.

@ Jestlize koncovy bod k¥ivky C7 splyva s poéateénim bodem k¥ivky Co,
pak spojenim (' a Cy v tomto bodé, vznikne nova kf¥ivka, kterou
znatime C1 + Cs.

e (1 — Cy ...spojeni kfivek C1 a —C4 (tj. C1 + (—C%2)).
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K¥ivky

Pt¥iklad

Usetka [21, z2] s potate&nim bodem z; € C a koncovym bodem z; € C.
e Parametrizace: ¢(t) = 21 + t(22 — 21), t € [0,1].
o Délka tsetky: [ |¢/(t)] dt = |z2 — 2.

Priklad
KruZnice se stfedem S € C a polom&rem R > 0.
@ Kladné orientovana: o(t) = S + Re, t € [0, 2x].
@ Zaporng orientovana: p(t) = S + Re™ %, t € [0,27].
Délka kruZnice je fo% | ()| dt = 27 R.
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K¥ivkovy integral v komplexni roviné

Definice

Necht C' je k¥ivka s parametrizaci ¢ : [a,b] — C a necht f je komplexni
funkce spojita funkce na C'. Pak kfivkovy integral funkce f podél kfivky C'
definujeme pFedpisem

b
/ f(z)dz = / () (8) dt.
C a

e K¥ivkovy integral nezavisi na parametrizaci (parametrizace zaddvajici
stejnou orientaci vedou na stejnou hodnotu k¥ivkového integralu).

Ptiklad

At n € Z a C je kladn& orientovand kruZnice se stfedem zy a polom&rem

R > 0. Potom
27 je-lin = —1;
[y e delinet
C 0 je-lin # —1.
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K¥ivkovy integral v komplexni roviné

Tvrzeni (Vlastnosti k¥ivkového integralu)

Necht C a K jsou kFivky a po&dte&ni bod kFivky K je koncovym bodem
kfivky C. Necht o € C a komplexni funkce f, g jsou spojité na C. Potom
0 Joaf(2) ()dz—afc z)dz+ [o9(2)
Q |  flz)dz=— [, f(z)dz
Q Jox f(2)dz= [ f(2)dz+ [ f(2)dz, kdykoli je navic f spojitd
naC+ K;

O [[o f(2)dz| < L(C) maxzec | f(2)].

4

Dikaz: Viz pfednaska (jen @, dikaz zbylych bodd — domaci cviceni). W
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K¥ivkovy integral v komplexni roviné

Ptiklad

At C je k¥ivka zadand ndsledujicim obrazkem:

Im z

-1 1 Rez

Pak [ zdz = im.
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Jednoducha souvislost

Véta (Jordanova véta)

Je-li C' Jordanova kfivka v C, pak C\ C je sjednoceni omezené oblasti
Int C' a neomezené oblasti Ext C, které nemaji Zadny spolecny prvek.

Dikaz: Vynechavame. |
Terminologie:

o Int C...vnitfek Jordanovy kfivky C.

o Ext C...vné&jsek Jordanovy k¥ivky C.

Definice

Rikdme, Ze oblast Q C C je jednoduZe souvisld, jestlize pro kazdou
Jordanovu kfivku C' C Q je Int C' C Q.

Priklad

Necht 2y € C. Okoli U(z) je jednoduge souvisld oblast. Okoli U (o) a
prstencové okoli P(zp) nejsou jednoduZe souvislé oblasti.

v
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Cauchyova véta a nékteré jeji disledky

Véta (Cauchyova véta)

Je-1i Q@ C C jednoduse souvisla oblast a f je holomorfni na (), pak

/Cf(z)dz:o

pro kaZdou uzavrenou kFivku leZici v €.

v

Dikaz: Viz predndska (za dodate€nych predpokladi: C je Jordanova k¥ivka
a f/ je spojitd na Q). [ |
e PYedpoklad jednoduché souvislosti §2 podstatny! (Jiz vime, Ze pro
kladng orientovanou kruznici C' se stfedem v 0 je [ % dz = 2mi.)
P¥iklad
Q [, 2*dz =0 pro kaZdou uzav¥enou kFivku C.

@ At C je kladng orientovand kruZnice se sttedem 0 a polomé&rem 1.
z2
Pak [, Fedz=0.
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Cauchyova véta a nékteré jeji disledky

Tvrzeni (Princip deformace)

Predpokladejme, Ze C1 a Cy jsou kladné orientované Jordanovy kFivky v
Jednoduse souvislé oblasti Q2 C C takové, Ze C; C Int Cy. Necht
2o € Int Cy a f je holomorfni v Q\ {20}, pak

f(z)dz = f(z)dz.
Cl 02

v

Diikaz: Viz prednaska. |
P¥iklad

Pro kaZdé n € Z a kaZdou kladné& orientovanou Jordanovu k¥ivku C' majici
ve svém vnittku bod zg plati

c 0 je-lin # —1.
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Cauchyova véta a nékteré jeji disledky

V&ta (Cauchyho vzorec)

Necht f je holomorfni v jednoduse souvislé oblasti ), C' C ) je kladné&

orientovand Jordanova kfivka a zy € Int C. Potom f ma v zy derivace
vsech Fadii a pro kaZdé n € Ny plati

Diikaz: Vynechavame.
Priklad
Je dana kladn& orientovand kruZnice o rovnici |z| = 2. Pak

Q /. =2 Zf@% dz = m(—8 + 61).

Q [, ZEt dz = —m(—4+8i).
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Cauchyova véta a nékteré jeji disledky

Véta (Existence viech derivaci)

Jestlize f je holomorfni na oteviené mnoZiné () C C, pak ma f na Q2
derivace vsech radi.

Diikaz: Viz prednaska. |
V&ta (Liouvillova véta)

Omezen3 celistvd funkce je konstantni. J
Diikaz: Viz prednaska. |
Vé&ta (Zakladni véta algebry)

KaZdy polynom alespori prvniho stupné ma alespori jeden komplexni koFen.J

Diikaz: Viz prednaska. |
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