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Posloupnosti komplexnich &isel — opakovani

Definice

Rikame, e posloupnost (an)P2 komplexnich &isel ma limitu L € C,
jestlize pro kazdé U(L) existuje ng € N tak, Ze pro viechna n > ny je
an € U(L). PiSeme lim a, = L.

n—oo

Tvrzeni

@ Necht L € C. Pak lim a, = L pravé tehdy, kdy? lim Rea, = Re L

a lim Ima, =Im L.
n—oo

@ lim a, = oo prdvé tehdy, kdyZ lim |a,| = +oc.
n—00 n—00

Dikaz: Vynechdavdme. |
P¥iklad

lim 22—t — 93 lim (—1)"n = co.

nsoo Nl n—00 ( )
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Rady komplexnich &isel — opakovani

@ > ™ jan ...(nekonend) fada komplexnich &isel.
® Sy =) p_g k... n-ty Eastetny soulet fady > > an.

@ (8p)52. .. posloupnost &astetnych soutti ¥ady > 7 ) ay.

Definice

A~/ s 7 v v o0 s NS s ogs o s
Cislo s € C se nazyva soucet fady >, a,, komplexnich &isel, ma-li jeji
posloupnost &astetnych souttil konetnou limitu s. PiSeme s = >">°  ay.
Rikame, Ze ¥ada komplexnich &isel konverguje, jestliZe existuje jeji soudet.
V opaéném pripadé ¥ikdme, 7e ¥ada diverguje.

Tvrzeni (Nutnd podminka konvergence)

Jestlize Y~ ", an, konverguje, pak lim a, = 0.
n—oo

v

Diikaz: Vynechavame. |
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I-yiady komplexnich &isel — opakovani

Definice

051 s v _ v (e’ . v oot v o0
Rikdme, Ze fada )~ , a, konverguje absolutng, jestlize > >°  |ay|
konverguje.

Tvrzeni

JestliZze Fada konverguje absolutné, potom konverguje.

Dikaz: Vynechavdame. |

Tvrzeni (Srovndvaci kritérium)

Necht Y">°  an, je Fada komplexnich &isel. Jestlize Fada y .- by,
nezapornych redlnych &isel konverguje a |ay| < b, pro kaZzdé n € Ny, pak
Y o2 Gn konverguje absolutné.

Diikaz: Vynechdvame. |
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I-yiady komplexnich &isel — opakovani

Tvrzeni (Podilové kritérium)

Necht >"°° , an, je Fada nenulovych komplexnich &isel a

Gn+41
Aan

lim
n—oo

=L € [0, +00].

Q Jestlize L < 1, pak ) an konverguje absolutné.
Q Jestlize L > 1, pak Y . a, diverguje.

Diikaz: Vynechdvame.
P¥iklad

oo " . X
Y oo &1 konverguje absolutng.
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I-yiady komplexnich &isel — opakovani

Tvrzeni (Odmocninové kritérium)

Necht Y7, an, je Fada komplexnich &isel a,, a

hm Vlan| = L € [0,400].

Q Jestlize L < 1, pak Y an konverguje absolutné.
Q Jestlize L > 1, pak Y 7 a, diverguje.

Dikaz: Vynechavdme.
Ptiklad
oo o(1+4)™ diverguje.

e P¥ipomefime, Ze plati lim ¢/n = 1.
n—0o0
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Mocninné fady — motivace
@ Pro kazdé n € Ny ma funkce €%, x € R, v 0 Tayloriv polynom

1 1
T.(z) = 1+x+§x2+--‘+m$".
e T,,(z) dob¥e aproximuje e® na n&akém okoli bodu 0.
@ Lze e® psat jako ,,nekoneény polynom" e¢* =1+ = + %xz +...7

109

_sd
[—¢ 10— —15E
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Mocninné fady — motivace

e Pro kazdé n € Ny ma funkce f(z) = + —=, ¢ € R, v 0 Taylorliv

polynom T, (z) = f(0) + f'(0)z + --- + fT,():c”

o Lze f(x) psat jako ,nekone¢ny polynom" f(z)=1—2%+...7
Pokud ano, tak na jakém intervalu?

@ Z obrazku vidime, Ze na celém R asi ne. Kde je problém?

14

Tyln) —— Ty(x) —— Ty,(x)

Martin Bohata Komplexni analyza Mocninné ¥ady

8/18



Mocninné ¥ady — zakladni definice

o P¥ipomeiime, Ye pro kazdé z € C jsme definovali 2° = 1.

Definice

Rada tvaru
o0
Z an(z — 20)",
n=0

kde z je komplexni promé&nnd, se nazyvd mocninna fada se stfedem zg € C
a koeficienty a, € C.

Definice

Rekneme, ¥e mocninna ¥ada >_0° a, (2 — 20)" konverguje (resp.
absolutn& konverguje) v bod& w € C, jestlize fada )7 ; an(w — zo)"
komplexnich Cisel konverguje (resp. absolutn& konverguje).
Nekonverguje-li mocninna ¥ada v bodé w € C, pak ¥fikdme, Ze diverguje
v bodé w.

4
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Mocninné ¥ady — zakladni definice

@ Mocninnd Yada Y>> an(z — o)™ absolutn& konverguje v bod&

zZ = Z0.

Definice

Necht M C C.
© Rikdme, e mocninnd ¥ada konverguje na M (resp. absolutng
konverguje na M), jestlize konverguje (resp. absolutn& konverguje)

v kazdém bod€ mnoziny M.

@ Jestlize mocninnd ¥ada ) 7 an(z — 29)" konverguje na M, pak
jejim sou&tem na M rozumime funkci f(z) definovanou pfedpisem

= lim Zak Z—Z() , z€M.

n—o0

PSeme f(z) => 0" jan(z — 20)", z € M.

v
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Konvergence mocninnych fad

P¥iklad (Geometricka ¥ada)
Je ddna mocninnd Yada ) 7 2"
© Pro kazdé z € C spliiujici |z| > 1 uvedena ¥ada diverguje.

@ Pro kazdé z € C spliiujici |z] < 1 uvedend ¥ada konverguje absolutné

a plati
(o]
n=0 —Z

Tvrzeni

Konverguje-li Fada >~ ; an(z — z0)™ v bod& w € C, pak absolutné
konverguje na mnozing {z € C||z — 29| < |w — 20l }.

Dikaz: Vynechavame. |
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Polomér konvergence

Definice
Cislo

stup{rZO

Z lan|r™ < oo} € [0, +o0]

n=0

se nazyva polomér konvergence mocninné Yady > 7 j an(z — 20)™ a okolf
Ul(zo, R) se nazyva kruh konvergence mocninné fady > > an(z — zo)".

@ Pro v3echna z € C spliiujici |z — z9| < R mocninnd ¥ada absolutn&
konverguje a pro viechna z € C spliiujici |z — z9| > R diverguje.

P¥iklad

Q> ,n"2"...R=0.
Q> n(z—i)"...R=1.
Q> ,"...R=1.

Q> i4...R=cc.

v
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Operace s mocninnymi fadami

Tvrzeni

Necht Y>° an(z — 20)™ md polomér konvergence Ry, Y oy bn(z — 20)"
md polomé&r konvergence Ry, R = min{R1, Ra}, ¢\, = Y p_o Gkbn—k @

flz) = Zan(z —20)", z€U(z,R1),
n=0

g(z) = an(z —20)", z€U(z,R2).
n=0

Potom "> (an +bp)(z — 20)"™ @ Y oo cn(z — 20)" maji polomé&r
konvergence nejméné R a

O f(2)+9(2) = 37 o(an + bn)(z — 20)", z € U(zo, R),

Q@ f(2)9(2) =X 0locn(z —20)" 2z € U(z20, R). )
Dikaz: Vynechdvame. |
Martin Bohata
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Operace s mocninnymi fadami

Véta (Derivovani ¢len po &lenu)
Necht Fada Y > an(z — z0)™ md polomé&r konvergence R > 0 a f(z) je
Jeji sou¢et na U(zp, R).

Q > nan(z — 20)" ! m4d polomér konvergence R.

@ f(z) je holomorfni na U(zo, R) a f'(2) =Y o0 i nan(z — 20)" ! na
U(Z(), R)

Q a, = % pro kaZdé n € Ny.
Diikaz: Vynechavame. |
Definice

Necht funkce f ma derivace viech ¥adii v bod& z, € C. Rada

(n) .. . .
Yomto fTEZO)(z — 20)™ se nazyva Taylorova ¥ada funkce f o stfedu zj.
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Operace s mocninnymi fadami

Tvrzeni (Princip neurgitych koeficienti)

Jestlize 07 g an(z — 20)" = > nr o bu(z — 20)™ na n&jakém okoli U(z),
pak a, = b, pro vsechna n € Ny.

Diikaz: Viz prednaska. |

@ Koeficienty mocninné ¥ady jsou uréeny jen chovanim jejiho souctu na
libovolné malém okoli bodu z.

Ptiklad
Je dana rovnice f/(z) = 22f(z) a potatetni podminka f(0) = 1. Jeji
feSeni ve tvaru mocninné Yady je > 7 zj—," (Polom&r konvergence této

fady je R = oo, tj. nasli jsme ¥eeni na C.)
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Operace s mocninnymi fadami

Véta (Integrovani &len po &lenu)
Necht Y>°  an(z — 20)™ md polomér konvergence R > 0 a
fz) =322 Oan(z —20)", z € U(z0, R).
Q > 22 (z — 20)"*! md polomér konvergence R.
Q Funkce F(z) =>70% o g (2 — 20)", 2 € U(z0, R), je primitivni
funkce k funkci f(z) (tj. F'(z) = f(z)) na U(zo, R).
Diikaz: Viz prednaska.

Priklad

O Rada 3% ((n+ 1)2" ma soutet = Z)Q pro |z| < 1.

@ Rada 7% | 2 md soutet —In(1 — z) pro |z| < 1.
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Reprezentace holomorfni funkce mocninnou ¥adou

Véta (Existence Taylorova rozvoje)

Necht zy € C a f(z) je holomorfni funkce na U(zy). Potom

0 e(n)(,
foy =S L) g

|
n:
n=0

pro viechna z € U(z).

Diikaz: Vynechavdame. |

Terminologie:

@ Taylorova ¥ada z pravé uvedené véty se také nékdy nazyva rozvoj
funkce f do mocninné ¥ady na okoli U (zp).
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Reprezentace holomorfni funkce mocninnou ¥adou

P¥iklad
@ sinz =300 (-1)" Gy 2 € C

Q cosz = Zfzo(—l)"%, z e C.
Qnz=>, #(z— )" pro |z — 1| < 1.

o H% =32 ,(=1)"22" pro |z| < 1.

Martin Bohata Komplexni analyza Mocninné ¥ady 18/18



