
Komplexńı analýza
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Posloupnosti komplexńıch č́ısel – opakováńı

Definice

Ř́ıkáme, že posloupnost (an)
∞
n=0 komplexńıch č́ısel má limitu L ∈ C∞,

jestliže pro každé U(L) existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna n ≥ n0 je
an ∈ U(L). Ṕı̌seme lim

n→∞
an = L.

Tvrzeńı

1 Necht’ L ∈ C. Pak lim
n→∞

an = L právě tehdy, když lim
n→∞

Re an = ReL

a lim
n→∞

Im an = ImL.

2 lim
n→∞

an =∞ právě tehdy, když lim
n→∞

|an| = +∞.

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad

lim
n→∞

1+2n−in
n+1 = 2− i a lim

n→∞
(−1)nn =∞.
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Řady komplexńıch č́ısel – opakováńı

∑∞
n=0 an . . . (nekonečná) řada komplexńıch č́ısel.

sn =
∑n

k=0 ak. . .n-tý částečný součet řady
∑∞

n=0 an.

(sn)
∞
n=0. . . posloupnost částečných součt̊u řady

∑∞
n=0 an.

Definice

Č́ıslo s ∈ C se nazývá součet řady
∑∞

n=0 an komplexńıch č́ısel, má-li jej́ı
posloupnost částečných součt̊u konečnou limitu s. Ṕı̌seme s =

∑∞
n=0 an.

Ř́ıkáme, že řada komplexńıch č́ısel konverguje, jestliže existuje jej́ı součet.
V opačném p̌ŕıpadě ř́ıkáme, že řada diverguje.

Tvrzeńı (Nutná podḿınka konvergence)

Jestliže
∑∞

n=0 an konverguje, pak lim
n→∞

an = 0.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Řady komplexńıch č́ısel – opakováńı

Definice

Ř́ıkáme, že řada
∑∞

n=0 an konverguje absolutně, jestliže
∑∞

n=0 |an|
konverguje.

Tvrzeńı

Jestliže řada konverguje absolutně, potom konverguje.

Důkaz: Vynecháváme. �

Tvrzeńı (Srovnávaćı kritérium)

Necht’
∑∞

n=0 an je řada komplexńıch č́ısel. Jestliže řada
∑∞

n=0 bn
nezáporných reálných č́ısel konverguje a |an| ≤ bn pro každé n ∈ N0, pak∑∞

n=0 an konverguje absolutně.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Řady komplexńıch č́ısel – opakováńı

Tvrzeńı (Pod́ılové kritérium)

Necht’
∑∞

n=0 an je řada nenulových komplexńıch č́ısel a

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L ∈ [0,+∞].

1 Jestliže L < 1, pak
∑∞

n=0 an konverguje absolutně.

2 Jestliže L > 1, pak
∑∞

n=0 an diverguje.

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad∑∞
n=0

in

n! konverguje absolutně.
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Řady komplexńıch č́ısel – opakováńı

Tvrzeńı (Odmocninové kritérium)

Necht’
∑∞

n=0 an je řada komplexńıch č́ısel an a

lim
n→∞

n
√
|an| = L ∈ [0,+∞].

1 Jestliže L < 1, pak
∑∞

n=0 an konverguje absolutně.

2 Jestliže L > 1, pak
∑∞

n=0 an diverguje.

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad∑∞
n=0(1 + i)n diverguje.

Připomeňme, že plat́ı lim
n→∞

n
√
n = 1.
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Mocninné řady – motivace

Pro každé n ∈ N0 má funkce ex, x ∈ R, v 0 Taylor̊uv polynom

Tn(x) = 1 + x+
1

2
x2 + · · ·+ 1

n!
xn.

Tn(x) dob̌re aproximuje ex na nějakém okoĺı bodu 0.

Lze ex psát jako
”
nekonečný polynom“ ex = 1 + x+ 1

2x
2 + . . . ?
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Mocninné řady – motivace

Pro každé n ∈ N0 má funkce f(x) = 1
1+x2 , x ∈ R, v 0 Taylor̊uv

polynom Tn(x) = f(0) + f ′(0)x+ · · ·+ f (n)(0)
n! xn.

Lze f(x) psát jako
”
nekonečný polynom“ f(x) = 1− x2 + . . . ?

Pokud ano, tak na jakém intervalu?

Z obrázku vid́ıme, že na celém R asi ne. Kde je problém?
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Mocninné řady – základńı definice

Připomeňme, že pro každé z ∈ C jsme definovali z0 = 1.

Definice

Řada tvaru
∞∑
n=0

an(z − z0)
n,

kde z je komplexńı proměnná, se nazývá mocninná řada se sťredem z0 ∈ C
a koeficienty an ∈ C.

Definice

Řekneme, že mocninná řada
∑∞

n=0 an(z − z0)
n konverguje (resp.

absolutně konverguje) v bodě w ∈ C, jestliže řada
∑∞

n=0 an(w − z0)
n

komplexńıch č́ısel konverguje (resp. absolutně konverguje).
Nekonverguje-li mocninná řada v bodě w ∈ C, pak ř́ıkáme, že diverguje
v bodě w.
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Mocninné řady – základńı definice

Mocninná řada
∑∞

n=0 an(z − z0)
n absolutně konverguje v bodě

z = z0.

Definice

Necht’ M ⊆ C.

1 Ř́ıkáme, že mocninná řada konverguje na M (resp. absolutně
konverguje na M), jestliže konverguje (resp. absolutně konverguje)
v každém bodě množiny M .

2 Jestliže mocninná řada
∑∞

n=0 an(z − z0)
n konverguje na M , pak

jej́ım součtem na M rozuḿıme funkci f(z) definovanou p̌redpisem

f(z) = lim
n→∞

n∑
k=0

ak(z − z0)
k, z ∈M.

Ṕı̌seme f(z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)
n, z ∈M .
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Konvergence mocninných řad

Př́ıklad (Geometrická řada)

Je dána mocninná řada
∑∞

n=0 z
n.

1 Pro každé z ∈ C splňuj́ıćı |z| ≥ 1 uvedená řada diverguje.

2 Pro každé z ∈ C splňuj́ıćı |z| < 1 uvedená řada konverguje absolutně
a plat́ı

∞∑
n=0

zn =
1

1− z
.

Tvrzeńı

Konverguje-li řada
∑∞

n=0 an(z − z0)
n v bodě w ∈ C, pak absolutně

konverguje na množině {z ∈ C | |z − z0| < |w − z0|}.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Poloměr konvergence

Definice

Č́ıslo

R = sup

{
r ≥ 0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

|an| rn <∞

}
∈ [0,+∞]

se nazývá poloměr konvergence mocninné řady
∑∞

n=0 an(z − z0)
n a okoĺı

U(z0, R) se nazývá kruh konvergence mocninné řady
∑∞

n=0 an(z − z0)
n.

Pro všechna z ∈ C splňuj́ıćı |z − z0| < R mocninná řada absolutně
konverguje a pro všechna z ∈ C splňuj́ıćı |z − z0| > R diverguje.

Př́ıklad

1
∑∞

n=0 n
nzn. . .R = 0.

2
∑∞

n=0 n(z − i)n. . .R = 1.

3
∑∞

n=0 z
n. . .R = 1.

4
∑∞

n=0
zn

n! . . .R =∞.
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Operace s mocninnými řadami

Tvrzeńı

Necht’
∑∞

n=0 an(z − z0)
n má poloměr konvergence R1,

∑∞
n=0 bn(z − z0)

n

má poloměr konvergence R2, R = min{R1, R2}, cn =
∑n

k=0 akbn−k a

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n, z ∈ U(z0, R1),

g(z) =

∞∑
n=0

bn(z − z0)
n, z ∈ U(z0, R2).

Potom
∑∞

n=0(an + bn)(z − z0)
n a

∑∞
n=0 cn(z − z0)

n maj́ı poloměr
konvergence nejméně R a

1 f(z) + g(z) =
∑∞

n=0(an + bn)(z − z0)
n, z ∈ U(z0, R);

2 f(z)g(z) =
∑∞

n=0 cn(z − z0)
n, z ∈ U(z0, R).

Důkaz: Vynecháváme. �
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Operace s mocninnými řadami

Věta (Derivováńı člen po členu)

Necht’ řada
∑∞

n=0 an(z − z0)
n má poloměr konvergence R > 0 a f(z) je

jej́ı součet na U(z0, R).

1
∑∞

n=1 nan(z − z0)
n−1 má poloměr konvergence R.

2 f(z) je holomorfńı na U(z0, R) a f ′(z) =
∑∞

n=1 nan(z − z0)
n−1 na

U(z0, R).

3 an = f (n)(z0)
n! pro každé n ∈ N0.

Důkaz: Vynecháváme. �

Definice

Necht’ funkce f má derivace všech řádů v bodě z0 ∈ C. Řada∑∞
n=0

f (n)(z0)
n! (z − z0)

n se nazývá Taylorova řada funkce f o sťredu z0.
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Operace s mocninnými řadami

Tvrzeńı (Princip neurčitých koeficient̊u)

Jestliže
∑∞

n=0 an(z − z0)
n =

∑∞
n=0 bn(z − z0)

n na nějakém okoĺı U(z0),
pak an = bn pro všechna n ∈ N0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Koeficienty mocninné řady jsou určeny jen chováńım jej́ıho součtu na
libovolně malém okoĺı bodu z0.

Př́ıklad

Je dána rovnice f ′(z) = 2zf(z) a počátečńı podḿınka f(0) = 1. Jej́ı

řešeńı ve tvaru mocninné řady je
∑∞

n=0
z2n

n! . (Poloměr konvergence této
řady je R =∞, tj. našli jsme řešeńı na C.)
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Operace s mocninnými řadami

Věta (Integrováńı člen po členu)

Necht’
∑∞

n=0 an(z − z0)
n má poloměr konvergence R > 0 a

f(z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)
n, z ∈ U(z0, R).

1
∑∞

n=0
an
n+1(z − z0)

n+1 má poloměr konvergence R.

2 Funkce F (z) =
∑∞

n=0
an
n+1(z − z0)

n+1, z ∈ U(z0, R), je primitivńı
funkce k funkci f(z) (tj. F ′(z) = f(z)) na U(z0, R).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

1 Řada
∑∞

n=0(n+ 1)zn má součet 1
(1−z)2 pro |z| < 1.

2 Řada
∑∞

n=1
zn

n má součet − ln(1− z) pro |z| < 1.
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Reprezentace holomorfńı funkce mocninnou řadou

Věta (Existence Taylorova rozvoje)

Necht’ z0 ∈ C a f(z) je holomorfńı funkce na U(z0). Potom

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

pro všechna z ∈ U(z0).

Důkaz: Vynecháváme. �

Terminologie:

Taylorova řada z právě uvedené věty se také někdy nazývá rozvoj
funkce f do mocninné řady na okoĺı U(z0).
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Reprezentace holomorfńı funkce mocninnou řadou

Př́ıklad

1 ez =
∑∞

n=0
zn

n! , z ∈ C.

2 sin z =
∑∞

n=0(−1)n
z2n+1

(2n+1)! , z ∈ C.

3 cos z =
∑∞

n=0(−1)n
z2n

(2n)! , z ∈ C.

4 ln z =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n (z − 1)n pro |z − 1| < 1.

5 1
1+z2

=
∑∞

n=0(−1)nz2n pro |z| < 1.
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