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Motivace

UvaZme funkci )

f) =

@ Funkce f(z) ma rozvoj do mocninné ¥ady ve tvaru

flzy==> 2"
n=0

pro |z| < 1.
o Funkce f(z) je ale definovand i pro |z| > 1. M3 pro takovd z rozvoj
do ¥ady obsahujici mocniny z?
@ Pokud pfipustime i zdporné mocniny, tak ano, protoze
[e.e]

1 1
f(z)zgl_l:ZW

n=0

pro |z| > 1.
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Laurentovy fady

Definice

Rada tvaru

[e.9]

Z an(z — 20)",

n=-—oo
kde z je komplexni proménnd, se nazyva Laurentova fada se stfedem
zo € C a koeficienty a,, € C.
Rada Yoo an(z — 20)" se nazyva reguldrni ¢ast Laurentovy Fady
ZZO,_OO an(z — 20)".
Rada 01 an(z — 20)" = 3200, oayw Se nazyvé hlavni st
Laurentovy ¥ady > >° __an(z — 20)".
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Konvergence Laurentovy rady

Definice

Rekneme, ¥e Laurentova ¥ada konverguje (resp. konverguje absolutné)

v bod& w € C, jestlize v bod& w € C konverguje (resp. absolutné
konverguje) soucasné& jeji hlavni a reguldrni &ast.

Nekonverguje-li Laurentova ¥ada v bodé w € C, pak fikame, Ze diverguje
v bodé w.

Definice

Necht M C C. Rikdme, %e Laurentova ¥ada konverguje na M (resp.
absolutn& konverguje na M), jestlize konverguje (resp. absolutné
konverguje) v kazdém bod& mnoziny M.
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Soucet Laurentovy Fady

Definice

Necht Laurentova ¥ada konverguje na M C C, funkce s,(z) je soulet jeji

reguldrni &asti na M a funkce sp(2) je soulet jeji hlavni €asti na M.
Potom funkce s,(z) + sp(z) se nazve souttem Laurentovy ¥ady na M.
Je-li f(z) soutet Yady > »°  __an(z — 2z0)" na M, pak piSeme

f(z) =30 an(z—20)" z € M.

Definice
Necht 0 <r < R < +00 a z5 € C. MnoZina

P(zo;mR) ={2z € C|r <|z—2)| < R}

se nazve mezikruZi o stfedu zg, vnitfnim poloméru r a vné&jSim poloméru R.
v
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Laurentovy fady a holomorfni funkce

Tvrzeni

Necht >~>° _ a,(z — z0)"™ je Laurentova ¥ada. Pak existuji
r, R € [0,400] tak, Ze
Q@ > an(z — 20)" konverguje absolutné& pro |z — zy| < R a diverguje
pro |z — zo| > R;
Q@ >0 an(z — 2)" konverguje absolutn& pro |z — z| > a
diverguje pro |z — zo| < 7.
Je-lir <R, pak > 2 an(z— 29)" konverguje absolutn& na mezikruzi

P(zo;7; R) a jeji soulet je holomorfni funkce na tomto mezikruZi.

v

Diikaz: Viz prednaska. |
Terminologie:

e P(zp;r; R) z predchoziho tvrzeni se nazyva mezikruZi konvergence
Laurentovy Fady.
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Laurentovy fady a holomorfni funkce
P¥iklad
Q> len‘( i)™ ma mezikruzi konvergence P(i; 3;2). Jeji souget
naP(727)Jef() Zz)1+27(zf’i)'
(2] Zn,_oo 2" 430, 3"2" diverguje v kazdém bodg z € C.

Vé&ta (Rozvoj do Laurentovy ¥ady)

Necht funkce f je holomorfni na mezikruZi P(zg;7; R), kde zp € C a
0 <r < R < +o00. Potom existuje pravé jedna Laurentova Fada
Yom oo an(z — 20)" se sou¢tem f(z) na P(zo;r; R). Navic pro kazdé
n € 7 plati

1 f(z)

Ay = —— - ~_ 1 dZ
"omi Jo (2 — z)ntt T

kde C' je libovolnd kladné orientovanad Jordanova kfivka, kterd leZi
v P(zo;7; R) a ma ve svém vnittku bod z.

Dikaz: Vynechavame. |
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Laurentovy fady a holomorfni funkce

Laurentova ¥ada z pfedchozi véty se nazyva Laurentiv rozvoj funkce f na

P(zo;7; R).
Priklad
@ < =300 | iy na P(0;0500).
o Z(ll_z) =32 7" naP(0;0;1).
o Z(ll_z) =2 s ;71 = ;E_oo —2z" na P(0;1;00).
o 2(33—2) = 07 n+1 +> 0 (;nil na P(1;1;2).
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|zolované singularity

Definice

Rekneme, Ze zy € C je izolovand singularita funkce f, jestlize f je
holomorfni na n&jakém prstencovém okoli P(zy) bodu 2y a v bodé& z
nema derivaci.

P¥iklad
@ Funkce *2* ma izolovanou singularitu v 0.
@ Funkce l mé izolovanou singularitu v 0.

@ Funkce = )5 ma izolovanou singularitu v 2.

@ Funkce e* mé izolovanou singularitu v 0.

© Funkce In z nema izolovanou singularitu v 0.
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Klasifikace izolovanych singularit

Definice

Necht zg € C je izolovana singularita funkce f a
f(2) = 2o0eao an(z — 20)"
@ Rekneme, Ze 2z je odstranitelnd singularita, jestlize a, = 0 pro kazdé
n < 0.
@ Rekneme, Ze zj je pdl, jestlivie existuje k € N tak, Ze a_ #0 a
a, = 0 pro kazdé n < —k. Cislo k se nazyva ¥ad (nebo také
nasobnost) pdlu.
© Rekneme, 7e z) je podstatna singularita, jestlize a,, # 0 pro
nekone¢né mnoho zdpornych celych &isel n.

Terminologie:
o P4l ¥adu k se také nazyva k-nasobny pdl.

@ P4l ¥adu 1 se také nazyva jednoduchy pdl.
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Urcovani typl izolovanych singularit

Priklad
@ Funkce % m3a odstranitelnou singularitu v 0.
@ Funkce l mé jednoduchy pdl v 0.

© Funkce = )5 ma pdl ¥adu 5 v 2.

@ Funkce e ma podstatnou singularitu v 0.
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Kofen funkce

Definice

Necht zg € C a f je holomorfni a ne viude nulova na ( 0)- Rekneme Ze
f ma koten nasobnosti k € Ny v zg, jestlize f(z) =---= fFD(z) =0

a f®(z0) #0.

Terminologie:

@ misto kofen ndsobnosti k& fikdme také k-ndsobny koten.

Tvrzeni

Necht 2y € C a f je holomorfni na okoli U(zy). Pak z je koFen k-ndsobny
koFen pravé tehdy, kdyZ existuje holomorfni funkce g na U(zg) takovd, Ze
g(20) # 0 a pro viechna z € U(zg) plati f(z) = (z — 20)*g(2).

Dikaz: Viz prednaska. |
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Pdély a odstranitelné singularity

Tvrzeni

Necht zy € C a funkce f a g jsou holomorfni na okoli U(z). Jestlize f ma
v zg € C koFen ndsobnosti m € Ny a g ma v zy koFen ndsobnosti n € N,
potom funkce 5 ma v bodé zg

@ odstranitelnou singularitu, jestliZze m > n;

© pol Fadu n — m, jestlize m < n.

Diikaz: Viz prednaska.
P¥iklad

@ *3* ma v 0 odstranitelnou singularitu.

1—cosz £ - s
@ 2% md v 0 trojndsobny pdl.

o 1_16% ma jednoduché pély v bodech 51—, n € Z\ {0}. Bod 0 nenf
izolovanou singularitou funkce . 1
—e

T-
z

v

Martin Bohata Komplexni analyza Laurentovy Fady 13 /14




|zolované singularity a limita

Véta (Charakterizace typi izolovanych singularit)

Necht zy € C je izolovana singularita funkce f.
@ Funkce f ma v zg odstanitelnou singularitu pravé tehdy, kdyZ
lim f(z) je konena.
Z—r20
@ Funkce f md v zg pdl pravé tehdy, kdyZ li_>m f(z) = co. Funkce f md
zZ—20
v 2o k-ndsobny pdl pravé tehdy, kdyZ lim (z — 2)* f(z) je kone&nd
Z—20
nenulova.

@ Funkce f md v zy podstatnou singularitu pravé tehdy, kdyZ lim f(z)
Z—20

neexistuje.

v

Diikaz: Vynechdvame. |
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