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Motivace

Mějme holomorfńı funkci f(z) na P (z0; r;R), kde r < R.

Necht’ C je kladně orientovaná Jordanova ǩrivka lež́ıćı v P (z0; r;R)
taková, že z0 ∈ IntC. Jak vypoč́ıtat

∫
C f(z) dz?

Informace o
∫
C f(z) dz je skryta v Laurentově rozvoji funkce f na

P (z0; r;R).

V́ıme, že an = 1
2πi

∫
C

f(z)
(z−z0)n+1 dz. Proto∫

C
f(z) dz = 2πia−1.
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Reziduum

Definice

Necht’ z0 ∈ C je izolovaná singularita funkce f a

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n

na P (z0). Koeficient a−1 se nazývá reziduum funkce f v bodě z0 a znač́ı
se resz0 f .

Př́ıklad

1 res1
1

(z−1)3 = 0.

2 res0
ez

z2
= 1.
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Výpočet rezidua

Tvrzeńı

Necht’ z0 ∈ C je pól řádu k funkce f . Potom

resz0 f(z) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

[
(z − z0)kf(z)

](k−1)
.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Speciálně: je-li z0 jednoduchý pól funkce f , pak

resz0 f(z) = lim
z→z0

(z − z0)f(z).

Př́ıklad

Necht’ f(z) = 1
(z−1)(z+1)2

.

1 res1 f(z) = 1
4 .

2 res−1 f(z) = −1
4 .
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Výpočet rezidua

Věta (l’Hospitalovo pravidlo)

Jestliže z0 ∈ C a funkce f a g jsou holomorfńı na U(z0) a splňuj́ı
f(z0) = g(z0) = 0. Potom

lim
z→z0

f(z)

g(z)
= lim

z→z0

f ′(z)

g′(z)

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad

res0
1

1−ez = −1.
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Výpočet rezidua

Tvrzeńı

Necht’ z0 ∈ C a funkce f a g jsou holomorfńı na U(z0). Jestliže g má v z0
jednonásobný kǒren, potom resz0

f(z)
g(z) = f(z0)

g′(z0)
.

Důkaz: Viz cvičeńı. �

Př́ıklad

resπ
1

1 + eiz
= i.
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Reziduová věta

Věta (Reziduová věta)

Necht’ Ω ⊆ C je jednoduše souvislá oblast, C je kladně orientovaná
Jordanova ǩrivka lež́ıćı v Ω a S ⊆ IntC je konečná množina. Jestliže f je
holomorfńı na Ω \ S a body z množiny S jsou izolované singularity funkce
f , potom ∫

C
f(z) dz = 2πi

∑
w∈S

resw f(z).

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

At’ C je kladně orientovaná hranice obdélńıku o vrcholech −i, 4− i, 4 + i,
i. Pak ∫

C

1

(z − 1)(z − 3)(z − 5)2
dz =

3πi

16
.
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Hlavńı hodnota integrálu

Pro
”
hezké“ funkce f definujeme nevlastńı (Riemannův) integrál

p̌redpisem∫ ∞
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

∫ 0

a
f(x) dx+ lim

b→+∞

∫ b

0
f(x) dx.

Při takové definici integrál
∫ +∞
−∞ x dx neexistuje.

V daľśım budeme chápat integrál
∫∞
−∞ f(x) dx ve smyslu tzv.

Cauchyovy hlavńı hodnoty:∫ ∞
−∞

f(x) dx = lim
R→∞

∫ R

−R
f(x) dx.

Ve smyslu hlavńı hodnoty je
∫ +∞
−∞ x dx = 0.

Existuje-li integrál jako nevlastńı Riemannův, pak existuje i ve smyslu
hlavńı hodnoty.
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Integrály z racionálńıch funkćı

Tvrzeńı

Necht’ P a Q jsou nenulové polynomy a

S+ = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z > 0} .

Jestliže 1 + stP < stQ a Q nemá žádný reálný kǒren, potom∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad ∫ +∞

−∞

1

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

π

6
.
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Integrály obsahuj́ıćı osciluj́ıćı exponenciálu

Tvrzeńı

Necht’ P a Q jsou nenulové polynomy takové, že stP < stQ.
Předpokládejme, že Q nemá žádný reálný kǒren.

1 Jestliže α > 0 a S+ = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z > 0}, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
eiαz.

2 Jestliže α < 0 a S− = {z ∈ C |Q(z) = 0, Im z < 0}, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = −2πi

∑
w∈S−

resw
P (z)

Q(z)
eiαz.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Integrály obsahuj́ıćı osciluj́ıćı exponenciálu

Př́ıklad

∫ +∞

−∞

sinx

x2 − 4x+ 5
dx =

π sin 2

e
,∫ +∞

−∞

cosx

x2 − 4x+ 5
dx =

π cos 2

e
.
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