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Motivace

M&jme holomorfni funkci f(z) na P(zo;7; R), kde r < R.
@ Necht C je kladn& orientovand Jordanova k¥ivka leZici v P(zo;7; R)
takova, Ze zy € Int C'. Jak vypotitat [, f(z)dz?
@ Informace o fcf(z) dz je skryta v Laurentové& rozvoji funkce f na
P(zp;7; R).
e Vime, e a, = ﬁ Jo (Zf(iz)nﬂdz. Proto

—ZO)

/ f(z)dz = 2mia_;.
C
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Reziduum

Definice

Necht zy € C je izolovand singularita funkce f a

oo

f(z) = Z an(z — 20)"

n=—oo

na P(zp). Koeficient a_1 se nazyva reziduum funkce f v bod& zy a zna&i
se res,, f.

P¥iklad
0 resy ﬁ = 0.

z
Q resoi—2 =1.
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Vypocet rezidua

Tvrzeni

Necht zy € C je pdl ¥adu k funkce f. Potom

res,, f(z) = (k—ll)‘ ZILIEO [(z —20)Ff(2)

(k—=1)

Dikaz: Viz prednaska. |
@ Specidlné: je-li zg jednoduchy pdl funkce f, pak

res,, f(z) = zlggl (z — 20)f(2).

Priklad
Q res; f(2) = 1.

Q res_; f(z) = —1.
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Vypocet rezidua

Véta (I'Hospitalovo pravidlo)

Jestlize zg € C a funkce f a g jsou holomorfni na U(zy) a spliuji
f(z0) = g(z0) = 0. Potom

1) £

lim =2 =
=0 g(z) = g(2)

Diikaz: Vynechavame. |

Priklad

resoﬁ =-—1. J
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Vypocet rezidua

Tvrzeni

Necht 2y € C a funkce f a g jsou holomorfni na U(z). Jestlize g ma v z
Jjednondsobny koren, potom res,, 1) _ f(z0)

g9(z) 7 g'(20)" )
Dikaz: Viz cvi€eni. [ ]
Pyiklad
1 )
resy TEE =1
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Reziduova véta

Véta (Reziduova véta)

Necht ) C C je jednoduse souvisla oblast, C je kladné& orientovand
Jordanova kfivka leZici v ) a S C Int C je kone¢nd mnoZina. Jestlize f je
holomorfni na Q2 \ S a body z mnoZiny S jsou izolované singularity funkce
f, potom

/Cf(z) dz = 2mi Z resy f(2).

weS

Dikaz: Viz prednaska. |
Priklad

At C je kladn& orientovand hranice obdéIniku o vrcholech —i, 4 — i, 4 + 4,
1. Pak

1 3
/c G DG -3 52" 16
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Hlavni hodnota integrélu

@ Pro ,hezké" funkce f definujeme nevlastni (Riemanndv) integral
predpisem

00 0
/ f(x)dzr = lim f(z)dz + hm/f

a——oco J, b——+o0

@ P¥i takové definici integral fjozoxdx neexistuje.

o V dal$im budeme chdpat integral ffooo f(z)dz ve smyslu tzv.
Cauchyovy hlavni hodnoty:

/f dr = Jim. Zf()x-

@ Ve smyslu hlavni hodnoty je fj;o zdx = 0.

o Existuje-li integral jako nevlastni Riemanniv, pak existuje i ve smyslu
hlavni hodnoty.
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Integrély z racionalnich funkci
Tvrzen{
Necht P a Q jsou nenulové polynomy a
Sy ={2€C|Q(2) =0,Imz > 0}.

Jestlize 1 + st P < st QQ a Q nemd Zddny redlny koFen, potom

oo p P
(z) dz = 273 Z reSy ﬁ
" Q) 2 a0)
Diikaz: Viz pfednaska. |
P¥iklad
Foo 1 s
/ 5 3 der = —.
o (@2 +1)(x2+4) 6
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Integraly obsahujici oscilujici exponencidlu

Tvrzeni

Necht P a Q jsou nenulové polynomy takové, Ze st P < st Q.
Predpokladejme, Ze () nemd Zadny redlny koFen.
Q Jestlizea>0a Sy ={z€C|Q(z) =0,Imz > 0}, pak

+o00 P(:C) )
e dx = 2m resy
s Q) 2

weS4

P(Z)eiaz
Q=)
Q Jestlizea<0aS_={2e€C|Q(z) =0,Imz < 0}, pak

+o00 P(x)
0o Q)

. P(2) .
e dr = —2mi Z resy (2) e'.
= Q(2)

Dikaz: Vynechavdame.

Martin Bohata Komplexni analyza Reziduovd véta a jeji aplikace

10/11



Integraly obsahujici oscilujici exponencidlu

Priklad

/—
o T
/—
o~ T

sinx dr — msin 2
2 _4x+5 e
cos T dr — T cos 2
2 4z +5 e
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