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Fourierovy řady – opakováńı

Značeńı:

L2([a, b]) =

{
f : [a, b]→ C

∣∣∣∣ ∫ b

a
|f(t)|2 dt <∞

}
.

At’ a ∈ R, T > 0. Fourierova řada funkce f ∈ L2([a, a+ T ]):

a0
2

+

∞∑
n=1

an cos

(
2πnt

T

)
+ bn sin

(
2πnt

T

)
kde

an =
2

T

∫ a+T

a
f(t) cos

(
2πnt

T

)
dt pro každé n ∈ N0;

bn =
2

T

∫ a+T

a
f(t) sin

(
2πnt

T

)
dt pro každé n ∈ N.
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Fourierovy řady – opakováńı

Konverguje-li Fourierova řada funkce f v bodě t ∈ R, označ́ıme jej́ı
součet symbolem Ff (t).

Definici bychom mohli rozš́ı̌rit i na funkce z prostoru

L1([a, a+ T ]) =

{
f : [a, a+ T ]→ C

∣∣∣∣ ∫ a+T

a
|f(t)| dt <∞

}
.

Dále budeme výše uvedenou řadu nazývat reálným tvarem Fourierovy
řady (nebo také reálnou Fourierovou řadou) funkce f .
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Komplexńı tvar Fourierovy řady

Komplexńı tvar Fourierovy řady (nebo také komplexńı Fourierova
řada) funkce f ∈ L2([a, a+ T ]):

∞∑
n=−∞

cne
2πint
T ,

kde

cn =
1

T

∫ a+T

a
f(t)e−

2πint
T dt.

Koeficienty cn se nazývaj́ı (komplexńı) Fourierovy koeficienty funkce
f .
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Souvislost koeficient̊u an, bn a cn

c0 =
a0
2
, cn =

ian + bn
2i

pro každé n ∈ N,

c−n =
ian − bn

2i
pro každé n ∈ N.

Tedy

an = cn + c−n pro každé n ∈ N0;

bn = i(cn − c−n) pro každé n ∈ N.

Nabývá-li f pouze reálných hodnot, pak

c−n = cn.

V tomto p̌ŕıpadě je tak

an = 2Re cn pro každé n ∈ N0;

bn = −2Im cn pro každé n ∈ N.
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Jednoduchý p̌ŕıklad

Př́ıklad

Uvažme funkci

f(t) =

{
0 pro t ∈ [−1, 0),
1 pro t ∈ [0, 1].

Zřejmě f ∈ L2([−1, 1]). Komplexńı Fourierova řada funkce f je

1

2
+

∑
n∈Z\{0}

1− (−1)n

2πin
eiπnt =

1

2
+

∞∑
n=−∞

1

iπ(2n+ 1)
eiπ(2n+1)t,

Reálná Fourierova řada funkce f je

1

2
+

∞∑
n=1

1− (−1)n

πn
sin (πnt) =

1

2
+

∞∑
n=0

2

π(2n+ 1)
sin (π(2n+ 1)t) .
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Jednoduchý p̌ŕıklad – částečné součty

Př́ıklad (Pokračováńı)

Označme Sn =
∑n

k=−n cne
2πint
T .
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Jednoduchý p̌ŕıklad – Gibbs̊uv jev

Př́ıklad (Pokračováńı)

Velikost
”
p̌rekmit̊u“ částečných součt̊u Sn bĺızko bodů, ve kterých neńı f

spojitá, se nezmenšuje s rostoućım n. Tomuto jevu se ř́ıká Gibbs̊uv jev.
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Bodová konvergence

Definice

Řekneme, že funkce f : D ⊆ R→ C je po částech spojitá na [a, b], jestliže
existuje konečně mnoho bodů t0, . . . , tn ∈ [a, b] tak, že

1 a = t0 < t1 < · · · < tn = b;

2
⋃n−1
k=0(tk, tk+1) ⊆ D;

3 pro každé k ∈ {1, . . . , n} je f spojitá na (tk−1, tk);

4 f(tk+) = lim
t→tk+

f(t) je konečná pro každé k ∈ {0, . . . , n− 1};

5 f(tk−) = lim
t→tk−

f(t) je konečná pro každé k ∈ {1, . . . , n}.

Podle uvedené definice nemuśı být po částech spojitá funkce
definována v bodech t0, . . . , tn.
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Bodová konvergence

Věta (Dirichletova věta)

Necht’ a ∈ R, T > 0 a f : [a, a+ T ]→ C. Předpokládejme, že f a f ′ jsou
po částech spojité funkce na [a, a+ T ]. Pak (komplexńı i reálná)
Fourierova řada funkce f konverguje v každém bodě intervalu [a, a+ T ] a
jej́ı součet je

1 Ff (t) =
1
2 [f(t+) + f(t−)] pro každé t ∈ (a, a+ T );

2 Ff (a) = Ff (a+ T ) = 1
2 [f(a+) + f((a+ T )−)].

Důkaz: Vynecháváme. �

Jsou-li splněny p̌redpoklady Dirichletovy věty, f je spojitá na [a, a+T ]
a f(a) = f(a+ T ), pak f(t) = Ff (t) pro každé t ∈ [a, a+ T ].
V tomto p̌ŕıpadě je tak Ff (t) periodickým rozš́ı̌reńım funkce f(t).
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Př́ıklady

Př́ıklad

Již v́ıme, že komplexńı Fourierova řada funkce

f(t) =

{
0 pro t ∈ [−1, 0)
1 pro t ∈ [0, 1].

je
1

2
+

∑
n∈Z\{0}

1− (−1)n

2πin
eiπnt.

Podle Dirichletovy věty konverguje tato řada pro každé t ∈ [−1, 1] (a tedy
pro každé t ∈ R) a plat́ı, že

Ff (t) =


0 pro každé t ∈ (−1, 0),
1 pro každé t ∈ (0, 1),
1
2 pro každé t ∈ {−1, 0, 1}.
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Př́ıklady

Př́ıklad

Je dána funkce
f(t) = sin t, t ∈ [0, π].

Komplexńı Fourierova řada této funkce je

∞∑
n=−∞

2

π(1− 4n2)
e2int.

Reálná Fourierova řada této funkce je

2

π
+

∞∑
n=1

4

π(1− 4n2)
cos (2nt) .

Z Dirichletovy věty plyne, že Ff (t) = |sin t| pro každé t ∈ R.
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Př́ıklady

Př́ıklad (Pokračováńı)

Označme Sn =
∑n

k=−n cne
2πint
T .

Z Dirichletovy věty plyne, že Ff (t) = |sin t| pro každé t ∈ R.
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Parsevalova rovnost

Věta (Parsevalova rovnost)

Necht’ a ∈ R, T > 0 a f ∈ L2([a, a+ T ]). Jestliže cn ∈ C jsou komplexńı
Fourierovy koeficienty funkce f , pak

∞∑
n=−∞

|cn|2 =
1

T

∫ a+T

a
|f(t)|2 dt

Důkaz: Vynecháváme. �

Pro reálné Fourierovy koeficienty an a bn funkce f ∈ L2([a, a+ T ])
má Parsevalova rovnost tvar

|a0|2

2
+

∞∑
n=1

(|an|2 + |bn|2) =
2

T

∫ a+T

a
|f(t)|2 dt
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