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Fourierovy fady — opakovani
@ Znaceni:

L?([a,b]) = {f: [a,b] = C ‘ /ablf(t)!2 dt < OO}-

e At a € R, T > 0. Fourierova ¥ada funkce f € L?([a,a + T)):

a > 2mnt 2mnt
?0 + Zan COS (T) —+ bn Sin <T>

n=1

kde

~+

an —

a+T 2
/ f(t) cos <7m) dt pro kazdé n € Np;

a

T
a+T t
/ f(t)sin <7;1> dt pro kazdé n € N.
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Fourierovy fady — opakovani

o Konverguje-li Fourierova ¥ada funkce f v bod& t € R, oznaéime jeji
soulet symbolem .Z(t).

@ Definici bychom mohli rozsi¥it i na funkce z prostoru

Ll([a,a+T]):{f:[aa+T —>cc‘/ ydt<oo}

@ Daéle budeme vySe uvedenou ¥adu nazyvat redlnym tvarem Fourierovy
fady (nebo také redlnou Fourierovou ¥adou) funkce f.
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Komplexni tvar Fourierovy fady

e Komplexni tvar Fourierovy ¥ady (nebo také komplexni Fourierova
¥ada) funkce f € L?([a,a + T)):

o0

2mint
E cpe T,

n=—oo

27T’L’I'Lt
/ at

e Koeficienty ¢, se nazyvaji (komplexni) Fourierovy koeficienty funkce

f.

kde
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Souvislost koeficientd a,,, b, a ¢,

°
co = %, Cp = W pro kazdé n € N,
Cop = % pro kazdé n € N.
Tedy

an = Cn +c_,, pro kazdé n € Ny;

b, =i(cp, —c—yp) pro kazdé n € N.

@ Nabyva-li f pouze redlnych hodnot, pak

C_p = Cp.
V tomto pfipadé je tak
a, = 2Rec, prokazdé n € Ny;
b, = —2Imc, prokazdén € N.
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Jednoduchy priklad

P¥iklad

UvaZme funkci

() = {0 prot € [-1,0),

1 pro t € [0,1].
Ztejmé& f € L?([—1,1]). Komplexni Fourierova ¥ada funkce f je
1 — wrnt _ 1 = 1 im(2n+1)t
2t Z 27rm =3t Z im(2n + 1)6 ’
nez\{0} n=—00

Redlnd Fourierova ¥ada funkce f je

o0

1+§o:1_(_1) t) §; (m(2n + 1)t)
- sm 7T’I’L sm i zLn .
2 ot ™
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Jednoduchy priklad — ¢astecné soucty

P¥iklad (Pokratovani)

2mint

Oznatme S, = > cpe T

‘
-1 o 1

‘_f(f) S =S5

v
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Jednoduchy pfiklad — Gibbsiv jev

P¥iklad (Pokratovani)

‘
{1 0 1

Ss00

Velikost ,,pfekmitl" ¢aste¢nych soucti .S, blizko bodd, ve kterych neni f
spojitd, se nezmensuje s rostoucim n. Tomuto jevu se Fika Gibbsiv jev.

v
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Bodova konvergence

Definice

Rekneme, e funkce f: D C R — C je po astech spojita na [a, b], jestlize

existuje kone&n& mnoho bodi t,...,t, € [a,b] tak, Ze
Qu=ty<ti1<---<t,=b
@ UpZ)(tk:trs1) C D;
@ pro kazdé k € {1,...,n} je f spojitd na (tx—1,t);
Q f(tx+) = tgngf(t) je kone¢nd pro kazdé k € {0,...,n —1};

Q f(ty—) = tggjif(t) je kone¢nd pro kazdé k € {1,...,n}.

@ Podle uvedené definice nemusi byt po &astech spojitd funkce
definovana v bodech tg,...,t,.
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Bodova konvergence

Véta (Dirichletova véta)
Necht a € R, T >0 a f : [a,a+ T] — C. PFedpoklidejme, Ze f a f’ jsou
po &dstech spojité funkce na [a,a + T|. Pak (komplexni i redlnd)
Fourierova Fada funkce f konverguje v kaZzdém bodé& intervalu [a,a + T a
jeji soucet je

Q Z(t) =5 [f(t+) + f(t—)] pro kazdé t € (a,a+T);

@ Fi(a)=Fla+T)=1L[f(at)+ f((a+T)-)).

Diikaz: Vynechavdame. |
@ Jsou-li splnény predpoklady Dirichletovy véty, f je spojitd na [a,a+ T
a f(a) = f(a+T), pak f(t) = F(t) pro kazdé t € [a,a + T.
V tomto p¥ipadg je tak .7 ¢(t) periodickym rozsitenim funkce f(t).
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Piklady

Priklad

JiZ vime, Ze komplexni Fourierova ¥ada funkce

_]o prot € [-1,0)
1) = {1 pro t € [0, 1].

je

1 1= (=1)" i

2 + Z omin

n€eZ\{0}

Podle Dirichletovy véty konverguje tato ¥ada pro kazdé ¢t € [—1,1] (a tedy
pro kazdé t € R) a plati, ze
pro kazdé t € (—1,0),
pro kazdé t € (0,1),
pro kazdé t € {—1,0,1}.

Fi(t) =

= = O
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Piklady

P¥iklad
Je déna funkce

f(t) =sint, tel0,7].
Komplexni Fourierova ¥ada této funkce je

o0

Z 1 = 4n2 2'mt'

Redlna Fourierova ¥ada této funkce je

2 o0

4
—_ 2nt) .
7T+nz::17r(1—4n2) cos (2nt)

Z Dirichletovy véty plyne, Ze .F(t) = |sint| pro kazdé ¢t € R.
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Piklady

P¥iklad (Pokragovani)

2mint

Oznatme S, = >}, cpe T

3n L3 sn KL 7= =

8 2 3 4 8
—) 85— —%

wla A
INE

Z Dirichletovy véty plyne, Ze F;(t) = [sint| pro kazdé ¢t € R.
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Parsevalova rovnost

Véta (Parsevalova rovnost)

Necht a € R, T >0 a f € L*([a,a + T)). JestliZe ¢, € C jsou komplexni
Fourierovy koeficienty funkce f, pak

[e.9]

a+T
Sl =g [ IR

n=—oo

v

Duikaz: Vynechavame. n

@ Pro redlné Fourierovy koeficienty a,, a b, funkce f € L*([a,a + T))
ma Parsevalova rovnost tvar

‘%’2 - 2 2 2 [T 2
S+ (anl =5 [ 1f) e
n=1 a
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