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Motivace a definice

e Chceme najit rozklad do funkci € i pro neperiodickou funkci
f:R—=C.

@ Aplikace: Zpracovani signalu, fyzika, matematika,...

Definice

Necht f: R — C. Fourierova transformace funkce f je funkce f :R—=C
definovand predpisem

flw) = /OO f(t)e @t dt.

Inverzni Fourierova transformace funkce f je funkce f : R — C definovana
predpisem

Flw) = % /_ T et at,
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Poznamky

e Jiné znateni: f(w) =.Z [f(1)] (w) a f(w) = Z L [f(t)] (w).
@ Integral v definici Fourierovy transformace chapeme ve smyslu
Cauchyovy hlavni hodnoty:

0 R
/ g(t)dt = lim g(t) dt.

— 00 R—o0 —R

o Postatujici podminka pro existenci Fourierovy transformace (a
inverzni Fourierovy transformace) je f € L'(R), kde

L\R) = {f R%C’/ |dt<—|—oo}
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Fourierova transformace charakteristické funkce
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Zakladni vlastnosti

Priklad

Tvrzeni
Necht funkce f a g maji Fourierovu transformaci a a € C.
Q Z[f(t) +ag(t)] (w) =F [f(1)] (w) + aF [g(t)] (w).
@ Z[f(t) (W) = 2rF ' [f(B)] ().
Q@ Jelia €R, pak F [f(t — a)] (w) = e .7 [f(t)] (w).
Q Jelia € R, pak F [¢ f(1)] (w) = Z [f(t)] (w— a).
@ Je-lia € R nenulové, pak .7 [f(at)] (w) = a |ﬂ[f( )] (£).

Dikaz: Viz prednaska.
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Zakladni vlastnosti

Ptiklad

T _3i(w—1) _ |w—1]
2

e e

Véta (O spojitosti obrazu)
Jestlize f € L*(R), pak f je spojitd funkce.

Diikaz: Vynechdvame. |
Véta (Obraz derivace)
Jestlizen e N a f, f,..., f™ e LY(R) jsou spojité, pak
Z 1] @) = ()" 2 [F0)] ().
Diikaz: Viz prednaska. |
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Zakladni vlastnosti

Véta (O derivaci obrazu)

Jestlize f(t) atf(t) leZi v L*(R), pak

F 0] (w) =i~ F [f(H)] (@)

Diikaz: Viz prednaska.
P¥iklad (Obraz Gaussovy funkce)

F [e_tQ] (w) = Vme 7.

Odtud plyne, Ze pro a > 0 je

e @ = e
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Konvoluce

Definice

Konvoluce funkei f: R —-Cag:R — C je funkce h=fxg: R—C

definovand vztahem
/ F(r)g(t — ) dr

o Existuje-li konvoluce f x g, pak fxg=g=* f.
o Lze ukazat, %e pro f,g € L'(R) je f * g € L*(R).

Véta (O obrazu konvoluce)

Jestlize f,g € L*(R), potom

F((f*9)®)] (W) = F [f(H)] (w) F [g9(t)] (w) -

Dikaz: Viz ptednaska.
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Konvoluce

Pyiklad
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Fourierova transformace f * f je

te[-1,1],

teR\[-1,1].

t € (—o0,—2] U (2,00),

te(—2,0],
t € (0,2].
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Véta o inverzi

Definice
Funkce f se nazve po ¢astech spojitd na intervalu I C R, jestlize je po
Castech spojitd na kazdém intervalu [a,b] C I.

Veéta (O inverzni Fourierov& transformaci)

Necht f € L*(R).
Q Je-li f spojitd a f € L*(R), pak pro kaZdét € R je

1) =7 [fw)] @
@ Jestlize f a f' jsou po &Edstech spojité (na R), pak pro kaZdét € R je

f(t+) —; f(t_) _ 9—1 |:f(UJ):| (t) )

v
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Dikaz: Vynechdavame.
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Véta o inverzi

Disledek

JestliZe dvé& spojité funkce z L' (R) maji stejnou Fourierovu transformaci,
potom se rovnaji.

Diikaz: Vynechavame. |

Pyiklad
Je dana diferencialni rovnice

y'(8) —y(t) = eV

Vyuzitim Fourierovy transformace dostaneme ¥e3eni:

T
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Souvislost s Fourierovou ¥adou

Necht a € R, f : R — C je periodicka funkce s periodou 7" > 0 a
flia,asm) € L*([a,a + T7). Polozme

) f), t€la,a+T],
fr(®) {0, t ¢ [a,a +T).

Pak Fourierovy koeficienty ¢;, funkce f|q 7] jsOU

a+T om T
g [ s = o) ().
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Souvislost s Fourierovou ¥adou

P¥iklad

J1, tel-1,1],
f(t)_{o, teR\[-1,1].

Jiz vime, Ze

4sin2w w 7& 0,

w2

F(f = ))(@)] (W)={4 w = 0.

Fourierova ¥ada zuZeni funkce f * f na interval [—2,2] proto je

1+ Z 4Si;-12 (%) ei%t‘
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Dodatky

e Jsou-li f,g € L?(R), pak plati tzv. Parsevalova rovnost

| rwa@a= 5 [ fwita

Odtud dostdvdme tzv. Plancherelovu rovnost

/Oo [F(6) dt = ;T/_Z )f(w)f dw.

—00

@ Zobecnéni Fourierovy transformace do vice poménnych: Fourierova
transformace funkce f : R™ — C je funkce f : R” — C dand
predpisem

A~

fo)= | fla)e P da.

R'Il
Analogicky se definuje inverzni Fourierova transformace funkce f.
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