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Motivace a definice

Chceme naj́ıt rozklad do funkćı eiωt i pro neperiodickou funkci
f : R→ C.

Aplikace: Zpracováńı signálu, fyzika, matematika,...

Definice

Necht’ f : R→ C. Fourierova transformace funkce f je funkce f̂ : R→ C
definovaná p̌redpisem

f̂(ω) :=

∫ ∞
−∞

f(t)e−iωt dt.

Inverzńı Fourierova transformace funkce f je funkce f̌ : R→ C definovaná
p̌redpisem

f̌(ω) :=
1

2π

∫ ∞
−∞

f(t)eiωt dt.
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Poznámky

Jiné značeńı: f̂(ω) = F [f(t)] (ω) a f̌(ω) = F−1 [f(t)] (ω).

Integrál v definici Fourierovy transformace chápeme ve smyslu
Cauchyovy hlavńı hodnoty:∫ ∞

−∞
g(t) dt = lim

R→∞

∫ R

−R
g(t) dt.

Postačuj́ıćı podḿınka pro existenci Fourierovy transformace (a
inverzńı Fourierovy transformace) je f ∈ L1(R), kde

L1(R) =

{
f : R→ C

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞
|f(t)| dt < +∞

}
.
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Fourierova transformace charakteristické funkce

Př́ıklad

At’

f(t) =

{
1, t ∈ [−1, 1],

0, t ∈ R \ [−1, 1].

Potom

f̂(ω) =

{
2 sinω

ω , ω ∈ R \ {0},
2, ω = 0.

.
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Základńı vlastnosti

Př́ıklad

F

[
1

1 + t2

]
(ω) = πe−|ω|

Tvrzeńı

Necht’ funkce f a g maj́ı Fourierovu transformaci a a ∈ C.

1 F [f(t) + ag(t)] (ω) = F [f(t)] (ω) + aF [g(t)] (ω).

2 F [f(t)] (ω) = 2πF−1 [f(t)] (−ω).

3 Je-li a ∈ R, pak F [f(t− a)] (ω) = e−iωaF [f(t)] (ω).

4 Je-li a ∈ R, pak F
[
eiatf(t)

]
(ω) = F [f(t)] (ω − a).

5 Je-li a ∈ R nenulové, pak F [f(at)] (ω) = 1
|a|F [f(t)]

(
ω
a

)
.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Základńı vlastnosti

Př́ıklad

F

[
eit

1 + (2t− 3)2

]
(ω) =

π

2
e−

3i(ω−1)
2 e−

|ω−1|
2

Věta (O spojitosti obrazu)

Jestliže f ∈ L1(R), pak f̂ je spojitá funkce.

Důkaz: Vynecháváme. �

Věta (Obraz derivace)

Jestliže n ∈ N a f, f ′, . . . , f (n) ∈ L1(R) jsou spojité, pak

F
[
f (n)(t)

]
(ω) = (iω)nF [f(t)] (ω) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Základńı vlastnosti

Věta (O derivaci obrazu)

Jestliže f(t) a tf(t) lež́ı v L1(R), pak

F [tf(t)] (ω) = i
d

dω
F [f(t)] (ω) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad (Obraz Gaussovy funkce)

F
[
e−t

2
]

(ω) =
√
πe−

ω2

4 .

Odtud plyne, že pro a > 0 je

F
[
e−at

2
]

(ω) =

√
π

a
e−

ω2

4a .
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Konvoluce

Definice

Konvoluce funkćı f : R→ C a g : R→ C je funkce h = f ∗ g : R→ C
definovaná vztahem

h(t) =

∫ ∞
−∞

f(τ)g(t− τ) dτ.

Existuje-li konvoluce f ∗ g, pak f ∗ g = g ∗ f .

Lze ukázat, že pro f, g ∈ L1(R) je f ∗ g ∈ L1(R).

Věta (O obrazu konvoluce)

Jestliže f, g ∈ L1(R), potom

F [(f ∗ g)(t)] (ω) = F [f(t)] (ω) F [g(t)] (ω) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Konvoluce

Př́ıklad

At’

f(t) =

{
1, t ∈ [−1, 1],

0, t ∈ R \ [−1, 1].

Potom

(f ∗ f)(t) =


0, t ∈ (−∞,−2] ∪ (2,∞),

t+ 2, t ∈ (−2, 0],

2− t, t ∈ (0, 2].

Fourierova transformace f ∗ f je

F [(f ∗ f)(t)] (ω) =

{
4 sin2 ω

ω2 , ω 6= 0,

4, ω = 0.
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Věta o inverzi

Definice

Funkce f se nazve po částech spojitá na intervalu I ⊆ R, jestliže je po
částech spojitá na každém intervalu [a, b] ⊆ I.

Věta (O inverzńı Fourierově transformaci)

Necht’ f ∈ L1(R).

1 Je-li f spojitá a f̂ ∈ L1(R), pak pro každé t ∈ R je

f(t) = F−1
[
f̂(ω)

]
(t) .

2 Jestliže f a f ′ jsou po částech spojité (na R), pak pro každé t ∈ R je

f(t+) + f(t−)

2
= F−1

[
f̂(ω)

]
(t) .

Důkaz: Vynecháváme. �
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Věta o inverzi

Důsledek

Jestliže dvě spojité funkce z L1(R) maj́ı stejnou Fourierovu transformaci,
potom se rovnaj́ı.

Důkaz: Vynecháváme. �

Př́ıklad

Je dána diferenciálńı rovnice

y′′(t)− y(t) = e−t
2
.

Využit́ım Fourierovy transformace dostaneme řešeńı:

y(t) = −1

2

∫ ∞
−∞

e−|τ |e−(t−τ)
2

dτ.
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Souvislost s Fourierovou řadou

Necht’ a ∈ R, f : R→ C je periodická funkce s periodou T > 0 a
f |[a,a+T ] ∈ L2([a, a+ T ]). Položme

fT (t) =

{
f(t), t ∈ [a, a+ T ],

0, t /∈ [a, a+ T ].

Pak Fourierovy koeficienty cn funkce f |[a,a+T ] jsou

cn =
1

T

∫ a+T

a
f(t)e−i

2π
T
nt dt =

1

T
F [fT (t)]

(
2πn

T

)
.
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Souvislost s Fourierovou řadou

Př́ıklad

At’

f(t) =

{
1, t ∈ [−1, 1],

0, t ∈ R \ [−1, 1].

Již v́ıme, že

F [(f ∗ f)(t)] (ω) =

{
4 sin2 ω

ω2 , ω 6= 0,

4, ω = 0.

Fourierova řada zúžeńı funkce f ∗ f na interval [−2, 2] proto je

1 +
∑

n∈Z\{0}

4 sin2
(
πn
2

)
π2n2

ei
πn
2
t.
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Dodatky

Jsou-li f, g ∈ L2(R), pak plat́ı tzv. Parsevalova rovnost∫ ∞
−∞

f(t)g(t) dt =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(ω)ĝ(ω) dω.

Odtud dostáváme tzv. Plancherelovu rovnost∫ ∞
−∞
|f(t)|2 dt =

1

2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣f̂(ω)
∣∣∣2 dω.

Zobecněńı Fourierovy transformace do v́ıce poměnných: Fourierova
transformace funkce f : Rn → C je funkce f̂ : Rn → C daná
p̌redpisem

f̂(p) =

∫
Rn
f(x)e−i〈x,p〉 dx.

Analogicky se definuje inverzńı Fourierova transformace funkce f .
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