
Komplexńı analýza
Ṕısemná část zkoušky (13.01.2023)

Jméno a př́ıjmeńı: ............................................. Podpis: ..............................
Identifikačńı č́ıslo: 01

Body

vstupńı test početńı část Σ
Úloha 1 2 3 4 Σ1 1 2 3 4 Σ2

Body

Před zahájeńım práce

� Vyplňte čitelně rubriku
”
Jméno a př́ıjmeńı“ a podepǐste se. To samé proved’te na listu se vstupńım testem.

� Poznamenejte si Vaše identifikačńı č́ıslo. Pod t́ımto č́ıslem bude na Moodle zveřejněn Váš bodový zisk.

� Během ṕısemné zkoušky smı́te mı́t na lavici pouze zadáńı ṕısemky, psaćı potřeby, pr̊ukaz totožnosti a
paṕıry, na které zkoušku vypracováváte. Každý paṕır, který budete odevzdávat, čitelně podepǐste.

� Nepǐste obyčejnou tužkou ani červeně, jinak ṕısemka nebude přijata.

� Prvńı se ṕı̌se vstupńı test, který bude po 10 minutách vybrán.

Soupis vybraných vzorc̊u

Součtové vzorce

� sin(z ± w) = sin z cosw ± sinw cos z pro každé
z, w ∈ C.

� cos(z ± w) = cos z cosw ∓ sin z sinw pro každé
z, w ∈ C.

Rozvoje

� sin z =
∑∞

n=0(−1)n z2n+1

(2n+1)!
, z ∈ C.

� cos z =
∑∞

n=0(−1)n z2n

(2n)!
, z ∈ C.

� ln z =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n
(z − 1)n pro |z − 1| < 1.

Fourierova transformace

� Pro a > 0 je F
[
e−at2

]
(ω) =

√
π
a
e−

ω2

4a .

� Pro a ∈ R : F [f(t− a)] (ω) = e−iωaF [f(t)] (ω).

� Pro a ∈ R je F [eiatf(t)] (ω) = F [f(t)] (ω − a).

� Pro 0 ̸= a ∈ R : F [f(at)] (ω) = 1
|a|F [f(t)]

(
ω
a

)
.

Laplaceova transformace

� Pro n ∈ N0 je L [tn] (s) = n!
sn+1 . Speciálně

L [1] (s) = 1
s
.

� Pro a ∈ C je L [eat] (s) = 1
s−a

.

� Pro ω ∈ C je L [sin(ωt)] (s) = ω
s2+ω2 a

L [cos(ωt)] (s) = s
s2+ω2 .

� Pro a > 0 kladné reálné plat́ı
L [f(t)1(t− a)] (s) = e−asL [f(t+ a)] (s).

� Pro a ∈ C je L [eatf(t)] (s) = L [f(t)] (s− a).

� Pro a > 0: L [f(at)] (s) = 1
a
L [f(t)]

(
s
a

)
.

Z -transformace

� Pro α ∈ C je Z [αn] (z) = z
z−α

. Speciálně
Z [1] (z) = z

z−1
.

� Pro α ∈ C je Z [sin(αn)] (z) = z sinα
z2−2z cosα+1

a

Z [cos(αn)] (z) = z2−z cosα
z2−2z cosα+1

.

� Z [n] (z) = z
(z−1)2

.

� Pro 0 ̸= α ∈ C : Z [αnan] (z) = Z [an]
(
z
α

)
.



Početńı část

� Veškeré své odpovědi zd̊uvodněte.

� Pokud k úloze odevzdáte v́ıce r̊uzných řešeńı, hodnot́ı se to nejhorš́ı z nich.

Úloha 1 ([10 bod̊u], podúlohy na sebe NEnavazuj́ı).

(a) Rozviňte funkci

f(z) =
1

(z − 1)3(z2 + 2z + 1)

do Laurentovy řady na maximálńım prstencovým okoĺı bodu z0 = 1 a určete parame-
try tohoto mezikruž́ı.

(b) Určete k ∈ Z a a ∈ C tak, aby funkce

g(z) =
a

(z − 5)k
− 1

(z − 5)6
+

∞∑
n=0

(z − 5)3n−6

(−4)n
, z ∈ P (5),

měla v bodě 5 odstranitelnou singularitu.

Úloha 2 ([10 bod̊u]). Spočtěte∫
C

1− cos z

z4 − 2πz3
+

sin(z3)

(z − 4π)4
dz,

kde C je kladně orientovaná hranice trojúhelńıku s vrcholy −1, 3π + i a 3π − i.

Úloha 3 ([10 bod̊u]). Necht’ g(t) ∈ L1(R) je spojitá funkce taková, že

ĝ(ω) =
2 + iω + iω3

(ω + 2i)2(1 + ω2)2
.

Nalezněte řešeńı integrodiferenciálńı rovnice

y′(t) +

∫ ∞

−∞
e−|τ |y(t− τ) dτ = g(t).

[Nápověda: Využijte faktu, že F
[
e−|t|] (ω) = 2

1+ω2 .]

Úloha 4 ([10 bod̊u], podúloha (c) NEnavazuje na předchoźı dvě).

(a) Zapǐste funkci

f(t) =


t2, pokud t ∈ [0, 1),

0, pokud t ∈ [1, π),

sin t, pokud t ∈ [π,∞),

pomoćı Heavisideovy funkce.

(b) Nalezněte Laplaceovu transformaci funkce f(t) z bodu (a).

(c) Necht’ g(t) ∈ L0 je funkce splňuj́ıćı g(t+5) = −g(t), t ≥ 0. Pomoćı Laplaceova obrazu
G(s) funkce g(t) vyjádřete Laplaceovu transformaci periodické funkce h(t) s periodou
T = 5, která je na intervalu [0, 5) dána předpisem h(t) = g(t).
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