
Elementárńı funkce

Zadáńı

1. Ukažte, že pro všechna z, w ∈ C plat́ı

(a) ez+w = ezew;

(b) |ez| = ex, kde x = Re z;

(c) ez 6= 0;

(d) e−z = 1
ez

;

(e) ez = ez;

(f) ez = ew právě tehdy, když w = z + 2kπi pro nějaké k ∈ Z.

2. Ukažte, že sin2 z + cos2 z = 1 pro každé z ∈ C.

3. Nalezněte algebraický tvar komplexńı č́ısla z, jestliže

(a) z = ln(1− i);
(b) z = ln(−1−

√
3i);

(c) z = sin(π
2

+ i ln 2);

(d) z = cos(2− 4i).

4. V oboru komplexńıch č́ısel řešte

(a) ln(z2 − 1) = iπ
2
;

(b) e2z + ez + 1 = 0;

(c) cos z = 4;

(d) sin z = cos z;

5. Necht’ a ∈ C. Pro z ∈ C \ {0} položme

Ma(z) = eaLn z =
{
ea(ln |z|+i arg z+2kπi)

∣∣ k ∈ Z
}
.

(Ma(z) se nazývá a-tá mocnina č́ısla z.)

(a) Nalezněte M 1
2
(i) a Mi(i).

(b) Uvažme komplexńı funkci ma(z) = ea ln z (ma(z) je hlavńı hodnota a-té
mocniny). Nalezněte m 1

2
(i) a mi(i). Vypočtěte derivaci funkce ma(z) na

Ω = C \ {z ∈ C |Re z ≤ 0, Im z = 0} .

6. Ukažte, že pro všechna n ∈ Z a z ∈ C je (ez)n = enz.

7. Ukažte, že obecně neplat́ı rovnost ma(e
z) = eaz, kde a, z ∈ C. (Návod: Zkou-

mejte hodnoty ma(e
z) a eaz např́ıklad pro z = 2πi a a = 1

2
.)



Výsledky

3. (a) ln(1− i) = ln
√

2− iπ
4
;

(b) ln(−1−
√

3i) = ln 2− 2πi
3

;

(c) sin(π
2

+ i ln 2) = 5
4
;

(d) cos(2− 4i) = cosh(4) cos 2 + i sinh 4 sin 2.

4. (a) z = ± 4
√

2ei
π
8 ;

(b) z = ±2πi
3

+ 2kπi, kde k ∈ Z;

(c) z = −i ln(4±
√

15) + 2kπ, kde k ∈ Z;

(d) z = π
4

+ kπ, kde k ∈ Z;

5. (a) M 1
2
(i) = {eiπ4 ,−eiπ4 } a Mi(i) = {e−π2−2kπ| k ∈ Z}.

(b) m 1
2
(i) = ei

π
4 , mi(i) = e−

π
2 , m′a(z) = ama−1(z).


