Laurentovy rady, izolované singularity a rezidua

Zadani

1. Rozlozte funkei f(z) = 5+ do Laurentovy fady

(a) na prstencovém okoli bodu zg = 1;

(b) na okoli bodu zy = 0.

2. Rozlozte funkci f(z) = Wl(z—ii) do Laurentovy tady na mezikruzi daném

nerovnostmi 1 < |z| < 3.

3. Vysetiete viechny izolované singularity (v C) funkce f(z), jestlize

() () = s
(b) (=) = b
(©) 1) = sy

4. Vysetiete viechny izolované singularity (v C) funkce f(z) a spoctéte v nich
reziduum, jestlize

(a) f(2) = 225
(b) f(2) = ;5 tsms
(c) f(2) = o
(d) f(2) = oz
(0) flz) = gtes,
() f(2) = sieos
5. Naleznéte hlavni ¢ast Laurentovy fady funkce f(z) = Z’zs% na prstencovém

okoli bodu 0 a urcete resy f(z).

6. Je dana funkce ]

28 — 426°

fz) =

(a) Naleznéte Laurentovu fadu funkce f(z) v maximéalnim prstencovém okoli
bodu zg = 0 a toto okoli urcete.

(b) Vysetfete vsechny izolované singularity (v C) funkce f(z).

(¢) Vypoctéte rezidua ve vsech izolovanych singularitach.

7. Je dana funkce
z+1

f(Z)Zm-

(a) Naleznéte Laurentovu fadu funkce f(z) v maximélnim prstencovém okoli
bodu zg = 0 a toto okoli urcete.



(b) Klasifikujte vSechny izolované singularity (v C) funkei

)= f() b=+ I

Dale naleznéte reziduum funkei g(z) a h(z) v bodé zo = 0.



Vysledky
L (a) f(z)=>22 (=1)"(n+2)(z—1)"pro0 < |z —1| < 1.

n=-—1
(b) f(z)=>>7"0 2773 pro |z| > 1.
2. f(z):—%l ?022211 _4Zn 03n+1 pro 1 <|[z] <3.

3. (a) —i je jednoduchy pdl, i je dvojnasobny pol;
(b) zx = =, k € Z\ {0}, jsou pdly Fadu 2;

(c) 0 pétindsobny pdl, 3 jednoduchy pdl a 2km + iln (2 - \/§), kde k € Z,
jsou jednoduché pély.

1.
s

4. (a) 0je pdl fadu 2, 7 je pdl fadu 1, resy f(z) = res, f(2) = —

1

(b) 0 je pdl fadu 2, —2 a 1 jsou pdly Fadu 1, resy f(z) = —%, res_p f(2) = 35

ares, f(z) =3;

(¢c) z = —1 je odstranitelnd singularita, z = k € Z \ {0} je pdl fadu 1,
res_y f(z) = 0 a resy, f(z) = £L;

(d) z=0je pdl tddu 2, z = km, kde k € Z \ {0}, je pdl iadu 1, resy f(z) =0
aresg; f(z) = (Er)k;

(e) 0je odstranitelnd singularita, 27 je pél fadu 1, resy f(z) = 0 aresqe, f(2) =
1
o)

(f) zx = =% +km, k € Z, jsou jednoduché pdly, res;, = %

5. Hlavni ¢dst je 5;5; resof(z) = 0.

6. (a) f(z)=>" —fj—ﬁl pro 0 < |z] < 2.
(b) 0 je pdl fadu 6 a 2 jsou pdly fadu 1.
(c) res_s f(2) = 2—8,resof( z) =0, resy f(z )—%
7. (a) T4+ 3 (2n+3)2" pro 0 < |z| < 1.
(b) Funkce g ma v 0 pdl fadu 21 a v 1 pdl fadu 2, funkce h mé v 0 pol rddu

20 a v 1 pdl téadu 2, resp g(z) = 41 a resy h(z) = 1.



