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Základńı informace

Stránky p̌redmětu:
https://moodle.fel.cvut.cz/courses/B0B01KAN

Věnujte pozornost pravidl̊um p̌redmětu (viz stránky p̌redmětu).

Podḿınky zápočtu up̌resńı cvič́ıćı. Ze zápočt̊u lze źıskat až 20
bodů ke zkoušce.

Podḿınky zkoušky viz Moodle. Včas se dob̌re seznamte s
pr̊uběhem ṕısemné zkoušky (koncept vstupńıho testu).

Obsah kurzu:
1 Komplexńı analýza
2 Transformace

i Fourierova transformace (a Fourierovy řady)
ii Laplaceova transformace
iii Z-transformace

Upozorněńı

Pozor na mylný pocit pomalého začátku. Vše na sebe navazuje. . .
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Motivace (̌rešeńı algebraických rovnic)

Všichni v́ıme, že rovnice x2 = −1 nemá v oboru reálných č́ısel
řešeńı.

Můžeme sice ř́ıct, že řešeńım je imaginárńı prvek i splňuj́ıćı
i2 = −1, ale to může působit uměle:

Co ale nap̌r. kubická rovnice x3 = 15x+ 4?
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Motivace (̌rešeńı algebraických rovnic, pokračováńı)

Cardanovy vzorce pro řešeńı kubické rovnice x3 = px+ q:
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Co když q2

4 − p3

27 < 0? Nap̌r. pro x3 = 15x+ 4 to nastává, ale:

Poučeńı

Reálné problémy často vyžaduj́ı komplexńı metody.
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Motivace (zpracováńı signálu)

Otázka

Jak funguje aktivńı potlačováńı okolńıho zvuku ve sluchátkách?

Fourierova transformace−→
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Kde lze potkat témata prob́ıraná v kurzu?

Matematika (výpočty integrál̊u, diferenciálńı rovnice,
harmonická analýza, spektrálńı analýza, rovinná geometrie. . . )

Fyzika

Teorie obvodů

Teorie signál̊u, zpracováńı a rozpoznáváńı obrazu, poč́ıtačové
viděńı

Teorie ř́ızeńı
...
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Komplexńı č́ısla

Definice (neformálńı)

Množinou komplexńıch č́ısel rozuḿıme množinu dvojčlenů
x+ yi, kde x, y jsou reálná č́ısla, se kterými poč́ıtáme jako s
reálnými dvojčleny za využit́ı pravidla i2 = −1.
Množinu komplexńıch č́ısel znač́ıme symbolem C.

Prvek i se nazývá imaginárńı jednotka.

Terminologie a značeńı:

z = x+ iy. . . algebraický tvar komplexńıho č́ısla z.
x. . . reálná část komplexńıho č́ısla z. Ṕı̌seme Re z = x.
y. . . imaginárńı část komplexńıho č́ısla z. Ṕı̌seme Im z = y.

Ztotožňujeme x = x+ 0i a i = 1i.

Upozorněńı

Reálná i imaginárńı část komplexńıho č́ısla jsou reálná č́ısla!
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Definice (formálńı)

Množinou komplexńıch č́ısel rozuḿıme množinu
R2 = {(x, y) : x, y ∈ R} vybavenou operacemi

sč́ıtáńı: (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2);

násobeńı: (x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Ztotožňujeme x = (x, 0) a i = (0, 1).

Je ťreba ově̌rit, že komplexńı č́ısla maj́ı všechny pěkné
vlastnosti jako asociativita a komutativita násobeńı a sč́ıtáńı,
distributivita atd. a že skutečně rozšǐruj́ı p̌ri ztotožněńı
x = (x, 0) operace sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel.

Vztah mezi neformálńı a formálńı definićı je x+ yi ∼= (x, y).
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Komplexńı sdružeńı a absolutńı hodnota

Definice

Necht’ z = x+ iy ∈ C. Komplexně sdruženým č́ıslem k č́ıslu z
nazveme č́ıslo z̄ = x− iy. Absolutńı hodnotou (nebo také
modulem či velikost́ı) komplexńıho č́ısla z rozuḿıme č́ıslo
|z| =

√
x2 + y2.

z

|z|
z

φ

−φ

z 7→ z̄. . . zrcadleńı kolem
reálné osy

z 7→ |z|. . . vzdálenost od
počátku

zz̄ = |z|2 ≥ 0. Nav́ıc |z| = 0 právě tehdy, když z = 0.
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Otázka

Jak vypadá inverzńı prvek z−1 = 1
z k z v̊uči násobeńı?

Inverzńı prvek z−1 je definován rovnost́ı z−1z = 1, a proto:

pro z = 0 prvek z−1 ∈ C neexistuje;
pro z ̸= 0 je z−1 = z̄

|z|2 .

Odtud pro z ̸= 0 dostaneme w
z = wz̄

|z|2 .

Př́ıklad

Necht’ z = 5− i a w = 1 + 2i. Potom |z − w| = 5, Re z
w = 3

5 a
Im z

w = −11
5 .
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Základńı identity

Tvrzeńı (Základńı identity)

Necht’ z, w ∈ C. Potom
1 z = z;

2 z + w = z + w;

3 zw = z w;

4
(
z
w

)
= z

w , kdykoli w ̸= 0;

5 Re z = z+z
2 a Im z = z−z

2i ;

6 |z| = |z|;
7 |zw| = |z| |w|;
8

∣∣ z
w

∣∣ = |z|
|w| , kdykoliv w ̸= 0.
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Geometrický význam sč́ıtáńı a trojúhelńıková nerovnost

w

z + w

z
z 7→ z + w. . . posun v
rovině o vektor w ∈ C

Tvrzeńı (trojúhelńıková nerovnost)

Necht’ z, w ∈ C. Potom

|z + w| ≤ |z|+ |w| .

Upozorněńı

Na C nedefinujeme uspǒrádáńı a ani to nelze rozumně udělat!
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Vzdálenost dvou bodů

Vzdálenost bodů z ∈ C a w ∈ C je |z − w|.

z

w

−w

z − w

|z − w|
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Goniometrický tvar komplexńıho č́ısla

Necht’ z je nenulové komplexńı č́ıslo.

z

|z|

φ

|z| cosφ

|z| sinφ

Z obrázku vid́ıme, že

z = |z| (cosφ+ i sinφ) ,

což odpov́ıdá bodu (|z| cosφ, |z| sinφ) v rovinně (vzpomeňte si na
polárńı soǔradnice).
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Pro z ̸= 0 zavád́ıme následuj́ıćı terminologii a značeńı:

z = |z| (cosφ+ i sinφ). . . goniometrický tvar komplexńıho
č́ısla z.

φ. . . argument komplexńıho č́ısla z.

Arg z = {φ ∈ R : z = |z|(cosφ+ i sinφ)}. . .množina všech
argument̊u komplexńıho č́ısla z.

φ ∈ (Arg z) ∩ (−π, π] se nazývá hlavńı hodnota argumentu
komplexńıho č́ısla z a znač́ı se arg z.

Př́ıklad

At’ z = −1 + i. Pak |z| =
√
2, Arg z =

{
3π
4 + 2kπ : k ∈ Z

}
a

arg z = 3π
4 .
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Hlavńı hodnota argumentu komplexńıho č́ısla

Tvrzeńı

Necht’ z = x+ iy ∈ C. Plat́ı

arg z =


arctg y

x , je-li Re z > 0;
π
2 − arctg x

y , je-li Re z ≤ 0 a Im z > 0;

−π
2 − arctg x

y , je-li Re z ≤ 0 a Im z < 0;

π, je-li Re z < 0 a Im z = 0.

Důkaz: Viz cvičeńı. ■
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Geometrický význam násobeńı

Necht’ a, z ̸= 0.

z 7→ az. . . otočeńı o úhel arg a a poté stejnolehlost se sťredem
v počátku a koeficientem |a|.

a

az

z

φ

ψ
φ

Speciálně, z 7→ iz odpov́ıdá otočeńı o π
2 (proti směru

hodinových ručiček).
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Moivreova věta

Definujeme:

z0 = 1 pro každé z ∈ C;
z−n = 1

zn pro každé z ∈ C \ {0} a n ∈ N.

Věta (Moivreova věta)

Pro každé n ∈ Z a φ ∈ R plat́ı

(cosφ+ i sinφ)n = cos(nφ) + i sin(nφ).

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

Uvažme rovnici z4 = −1. Z Moivreovy věty plyne, že množina
všech jej́ıch řešeńı je{

cos

(
π

4
+

kπ

2

)
+ i sin

(
π

4
+

kπ

2

)
: k = 0, 1, 2, 3

}
.
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