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Motivace

e UZite¢ny ndstroj pro Fedeni diferencialnich rovnic (oby&ejnych
i parcidlnich), které se objevuji (mj.) v (elektro-)inZenyrstvi.
o Oliver Heaviside (1850 — 1925), teorie obvodd
@ Na rozdil od Fourierovy transformace zvlada pocateéni
podminky a vyrazné &irsi plejadu ,pravych stran®.

Funkce 1(¢): R — R definovand jako

pokud ¢ > 0,
pokud t < 0,

1)
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Definice Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace funkce f: [0,00) — C je funkce
Z|f] = F definovand pro s € C predpisem

o= [ rwea

konverguje-li tento integral pro alespori jedno s € C.

o Z[f] je komplexni funkce komplexni prom&nné.

o Z linearity integrdlu plyne Z[f + g] = Z[f] + Z|g]
a ZLlaf] = aZ[f], kdykoliv existuje prava strana.

© Necht a € C. Potom & [e%] (s) = =X pro kazdé s € C
spliiujici Res > Rea.

Q@ Z[1](s) = 1 pro kazdé s € C spliiujici Re s > 0.

s
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Existence Laplaceovy transformace, prostor L

Rekneme, Ze funkce f: [0,00) — C je po Eastech spojita na
intervalu [0, c0), jestliZe existuji nepfekryvajici se uzav¥ené
intervaly [a;,b;] C [0,00) takové, Ze [0,00) = [J72,[ay;, b)) a:
@ f je spojita na kazdém otevieném intervalu (a;, b;);
° f(a;“) — limt_m; f(t) existuje vlastni ve vech a;,

f;) = limt_>b]__ f(t) existuje vlastni ve vech b;.

v

Rekneme, Ze funkce f: [0,00) — C je nejvyse exponencialniho
Fadu, jestlize existuje « € R a M > 0 takové, Ze |f(t)| < Me™
pro kazdé t € [0, 00). Cislo o nazyvame index rastu funkce f.
MnoZinu v8ech po &astech spojitych funkei f: [0,00) — C, které
jsou nejvyse exponencidlniho Fadu, zna&ime symbolem L.

A
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o Je-li f,ge LopaacC, paktaké f+g,af, f g€ L.

©Q 1atjsouv Ly. Tedy také viechny polynomy jsou v L.

@ sint a cost jsou v L. Obecngji, viechny omezené po &astech
spojité funkce na [0, 00) jsou v Ly.

@ e € L pro kazdé a € C.
Q et’ neni v L.

\,

Véta (O existenci Laplaceovy transformace)

Jestlize f € Lo ma index rlistu «, pak jeji Laplaceliv obraz
Z[f(t)] (s) existuje a je to holomorfni funkce na poloroving
Res > a.

.

@ Nebudeme rozliSovat mezi funkci f: [0,00) — C a funkdi,
kterd vznikne z f dodefinovanim 0 na (—oo,0). Tedy, je-li
J: R — C, pak ji ztotoZHujeme s funkcemi f -1 a f [(g,s0)-
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Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace

Necht f € Lo.
© Pro a >0 plati £ [f(at)] (s) = 2.2 [f(t)] (£).
Q Proa € Cplati £ [e“f(t)] (s) = L [f(t)] (s — a).

© Proa>0plati Z[f(t)1(t —a)](s) = e L [f(t+ a)](s).
Q Proa>0plati Z[f(t —a)L(t —a)] (s) = e L [f(t)] ().

Dikaz: Viz pfedndska (jen 3. bod, zbytek domadci cvitenf) [ |
@ Ve 4. bodé vyuZivime na$i imluvu o ztotoznéni f a f - 1.
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Q@ ProweCije
& [sin(wt)] (s) = 32+Lw2 a Z[cos(wt)] (s) = ﬁ
) | )
Z [G_BZt sin 2] (s) = Graid

© Proa >0 je -

Lt —a)](s) = =
© 672(571)

L [1(t —2)e'] (s) = p—
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Laplaceova transformace a derivace

Véta (O obrazu derivace)

JestlizeneNa f, f/,..., f™ e Ly, pak
LM @))(s) = s"L[f(®)](s) — s"71f(0) — s 72 (0) — ... — fF(*71(0).

Dikaz: Viz prednaska. |

Véta (O derivaci obrazu)

Jestlize f € Lo, pak g
ZfO)(s) = — LD (s).

Dikaz: Viz prednéska. |
¢ 2
£ [sin® ()] (s) = e
@ Pro n € Ny plati !
L") (s) = 77
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Laplaceliv obraz periodické funkce

Véta (O obrazu periodické funkce)

Necht f € L je periodickd na intervalu [0, 00) s periodou T > 0.
Potom

T —st
21 () = 2L

= — 2 [FOAW) ~ 1 =T (s).

) Gid-104-1)
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UvaZme funkci

£t) = {(1] t € Upenl2k — 2,2k — 1),
, t € Upenl2k — 1,2K).

Potom

Zf®)](s) =

s(1—e2s)

1—e*%
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Konvoluce

Necht f,g € Ly. Konvoluce funkci f a g je funkce
(f*g): [0,00) — R definovana predpisem

(f * 0)(t /f gt — 7)d

e Jsou-li f,g € Lo, pak také (f xg) € Lo a max{«, $}, kde «
je index rlstu f a B je index rlstu g, je index ristu f * g.

o Konvoluce je komutativni, tj. f*xg =g f.

@ PYi ztotoznéni fags f- 1, respektive g - 1, se jednd
konvoluci tak, jak jsme ji vidéli u Fourierovy transformace.

Véta (O obrazu konvoluce)

Necht f,g € Lg. Plati
Z[(fxg)®)](s) = Z[f(®)] () Z [9(t)] () -
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Necht f(t) = t", kde n € Ny. Plati
(f * 1)) =

tn—l—l

n+1’

@ Predchozi pfiklad ukazuje, Ze 1 neni jednotkovy prvek
operatoru konvoluce (Zadna takovd funkce ani neexistuje).

Necht yo € R. UvaZme integrodiferencidlni rovnici

t
y'(t) = / y(7) cos(t — 7)dr
0
s po&atedni podminkou y(0) = yo. Tato tloha ma pro t > 0 YeSeni

0
y(t) = yo + L2,

2
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Inverzni Laplaceova transformace

o M&me Z[f(t)] (s) = F(s), kde f € Lo s indexem ristu a.

Jak ze znalosti obrazu zjistime vzor?

e D3 se ukdzat, Ze pokud je navic f’ po &astech spojitd, pak

_ + 1
I Ly [ prsyestas,
2 2w y—too Jp,

kde L, je vertikaIni dsetka s parametrizaci o(t) = x + it,
t € [-y,y], x > a libovolné.
@ Tento vztah se nazyvd Melliniiv inverzni vzorec. Integral na
pravé strané mizeme Casto spodlitat za pomoci reziduové véty.
e Dillezité bylo, Ze jsme a priori v&déli, ze F'(s) je Laplaceovym
obrazem néjaké funkce z Lyg.
e PYedefinujeme-li f(¢) v kone¢n& mnoha bodech, jeji Laplaceiv
obraz se nezméni. Vzor tedy neni jednoznalny.
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Véta (Lerchova véta)

Necht f,g € Lo jsou spojité zprava na [0,00) a maji stejny
Laplaceliv obraz. Potom f = g.

@ Laplaceova transformace je pro zprava spojité funkce z L
bezeztratova".

Necht F(s) je holomorfni funkce v pravé polorovingé Res > «, kde
o € R. Rekneme, %e funkce f € Ly je Laplacetiv vzor funkce F,
jestlize £ [f(t)] (s) = F(s). Pokud je navic f zprava spojitd na
[0,0), budeme znatit f(t) = L 1[F(s)](t).

v

QO 1 L](t) = e, pro kazdé a € C.
— n—1 .1,
Q l[si" (t) = ﬁ, pro kazdé n € N.
o 7! gff{’](t) = 2cost + 3sint.
Viz p¥iklady na 3., 8. a 7. slajdu.
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Tvrzeni (Laplaceiv vzor raciondlni funkce)

Necht F(s) = QE ; je raciondIni funkce takovd, Ze st QQ > st P.

Necht 21,...,2, € C jsou vdechny kofeny polynomu Q. Potom
n
LF(s)|(t) =) rese—z, F(s)e™
k=1

pro kazdé t € [0, 00).

\.

.
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P(s) 1 )

Tvrzeni (Laplacelv vzor funkce Q) Te=°T

Necht T'> 0 a F(s) = Qgg 7. kde P, Q jsou polynomy
spliiujici st Q > st P. Oznacme zk = 2’“” pro k € Z (tj. zx jsou
vdechna ¥edeni rovnice 1 — =0), a necht wy, ..., w, jsou

v8echny kofeny ponnomu Q které nerou mezi zg. Potom funkce

f() = Zress:w 5)est + Z resg—z, F'(s)e’ e

7=1 k=—o00
je Laplaceovym vzorem funkce F'(s).

@ Tento vzor nebyva zprava spojity, proto nepiseme
P
1) =27 G =t |,

At F(s) = Laplaceilv vzor k této funkci je

1
(s+1)(1—e=)"

1 2k7rzt

_ 1
f(t)_l—e + Z 2kmi 4+ 1
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e Hledejme Laplacedv vzor k funkci F(s) = G(s)e™?*, kde
a > 0.

e NejdFive nalezneme vzor g(t) k funkci G(s) a poté vyuZijeme
toho (viz 4. pravidlo z 6. slajdu.), Ze f(t) = g(t — a)1(t — a).

Upozornéni

Metodu séitani rezidui nelze p¥imo uplatnit na funkci
F(s) = G(s)e . Nejprve je tfeba najit Laplaceiv vzor g(t)
k funkci G(s). Laplaceiv vzor funkce F'(s) je potom funkce

f(t) = g(t —a)L(t —a).

@ Metoda scitdni rezidui ,nevidi* posun vzoru zplisobeny
nasobenim obrazu funkci e™%%.

B

=

@ Chybné pouZiti metody s¢itdni rezidui na funkci F(s) =
dava chybny vzor f(t) = 1(t). Spravné je f(t) =1(t —1)...

—3

Q F(s)= m ma vzor f(t) = (273 — (t — 2)et=3)1(t — 3).
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Redeni diferencialnich rovnic

Je dana dloha
y'(t) +y(t) =sint, y(0) =4'(0) =0.

Jeji Feseni je

1 t
y(t) = §sint— Ecost pro t > 0.

20

@ Reseni Ize prodlouZit na celé R.
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