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Motivace

Diskrétńı analogie Laplaceovy transformace umožňuj́ıćı využit́ı
metod komplexńı analýzy pro řešeńı diskrétńıch problémů.

Zpracováńı diskrétńıho signálu, řešeńı diferenčńıch rovnic
metodami komplexńı analýzy.

Základńı idea známá již Laplaceovi (1749–1827), znovu
objevena W. Hurewiczem v roce 1947 v souvislosti s ř́ıd́ıćım
systémem radaru.
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Definice Z-transformace

Definice

Z-transformace posloupnosti (an)
∞
n=0 komplexńıch č́ısel je funkce

Z [an] (z) = F (z) definovaná jako

F (z) =

∞∑
n=0

an
zn

, z ∈ U(∞),

na nejvěťśım okoĺı ∞, na kterém Laurentova řada konverguje,
pokud řada konverguje na nějakém okoĺı ∞.

Z-transformace posloupnosti je komplexńı funkce komplexńı
proměnné definovaná pomoćı Laurentovy řady na okoĺı ∞.

Z linearity řad okamžitě plyne Z [αan] (z) = αZ [an] (z)
a Z [an + bn] (z) = Z [an] (z) + Z [bn] (z), kdykoliv existuje
pravá strana.
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Př́ıklad

1 Pro α ∈ C plat́ı

Z [αn] (z) =
z

z − α

pro |z| > |α|. Speciálně:
Z [1] (z) =

z

z − 1
pro |z| > 1.

2 Pro ω ∈ C plat́ı

Z [sin(ωn)] (z) =
z sinω

z2 − 2z cosω + 1
,

Z [cos(ωn)] (z) =
z2 − z cosω

z2 − 2z cosω + 1
,

pro |z| > e|Imω|.

3 Jest

Z

[
1

n!

]
(z) = e

1
z

pro |z| > 0.
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Existence Z-transformace, prostor Z0

Definice

Řekneme, že posloupnost (an)
∞
n=0 komplexńıch č́ısel je nejvýše

exponenciálńıho řádu, jestliže existuje α ∈ R a M > 0 takové, že
|an| ≤ Meαn pro každé n ∈ N0.
Množinu všech komplexńıch posloupnost́ı, které jsou nejvýše
exponenciálńıho řádu, znač́ıme symbolem Z0.

Jsou-li (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 ∈ Z0 a α ∈ C, pak také

(an + bn)
∞
n=0, (αan)

∞
n=0, (anbn)

∞
n=0 ∈ Z0.

Př́ıklad

1 Každá omezená posloupnost je v Z0.

2 Je-li k ∈ N0, pak (nk)∞n=0 ∈ Z0. Tedy také (P (n))∞n=0 ∈ Z0

pro každý polynom P .

3 (n!)∞n=0 /∈ Z0.
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Věta (O existenci Z-transformace)

Z-transformace posloupnosti (an)
∞
n=0 komplexńıch č́ısel existuje

právě tehdy, když (an)
∞
n=0 ∈ Z0.

Existuje-li, je Z [an] (z) holomorfńı funkce na okoĺı ∞ s vlastńı
limitou v ∞.

Jsou-li (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 ∈ Z0 r̊uzné posloupnosti, jsou jejich

Z-transformace také r̊uzné.

Množinu všech holomorfńıch funkćı na nějakém okoĺı ∞, které
nelze holomorfně prodloužit na věťśı okoĺı ∞, s konečnou
limitou v ∞ budeme značit H∞.

Věta (O existenci vzoru)

Ke každé funkci F ∈ H∞ existuje posloupnost (an)
∞
n=0 ∈ Z0

taková, že Z [an] (z) = F (z).

Důsledkem p̌redchoźıho je, že Z-transformace je (lineárńı)
bijekce mezi Z0 a H∞.
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Vlastnosti Z-transformace

Tvrzeńı (O škálováńı vzoru)

Necht’ (an)
∞
n=0 ∈ Z0 a α ∈ C. Jest

Z [αnan] (z) = Z [an]
( z

α

)
.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

1

Z

[
2n

n!

]
(z) = e

2
z

2

Z
[
2n sin

(π
2
n
)]

(z) =
2z

z2 + 4

Viz 3. a 2. p̌ŕıklad na 4. slajdu.
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Věta (O obrazu posunut́ı)

Jestliže (an)
∞
n=0 ∈ Z0 a k ∈ N, pak

Z [an+k] (z) = zkZ [an] (z)− a0z
k − a1z

k−1 − . . .− ak−1z.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Věta (O derivaci obrazu)

Jestliže (an)
∞
n=0 ∈ Z0, pak

Z [nan] (z) = −z
d

dz
Z [an] (z) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

1

Z
[
sin

(π
2
(n+ 2)

)]
(z) = − z

z2 + 1
.

2

Z [n] (z) =
z

(z − 1)2
.
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Konvoluce

Definice

Konvoluce posloupnost́ı (an)
∞
n=0 ∈ Z0 a (bn)

∞
n=0 ∈ Z0 je

posloupnost (cn)
∞
n=0 = (an)

∞
n=0 ∗ (bn)∞n=0, jej́ıž prvky jsou

definovány jako

cn =

n∑
k=0

akbn−k pro každé n ∈ N0.

Občas budeme nep̌resně psát cn = an ∗ bn.
Jedná se o diskrétńı analogii konvoluce, kterou jsme viděli
u Laplaceovy transformace. Stač́ı si ḿısto

∑n
k=0 p̌redstavit

∫ n
0

a ḿısto akbn−k si p̌redstav́ıme a(k)b(n− k).

Př́ıklad

(1)∞n=0 ∗ (1)∞n=0 = (n+ 1)∞n=0
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Věta (O obrazu konvoluce)

Jestliže (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 ∈ Z0, potom (an)

∞
n=0 ∗ (bn)∞n=0 ∈ Z0

a plat́ı
Z [an ∗ bn] (z) = Z [an] (z)Z [bn] (z) .

Př́ıklad

1

Z [1 ∗ 1] (z) = z2

(z − 1)2
.

2 Z-transformace řešeńı (an)
∞
n=0 úlohy

n∑
k=0

ak3
n−k = 4n pro každé n ∈ N0

je Z [an] (z) =
z−3
z−4 .

2. p̌ŕıklad nás vede k p̌rirozené otázce: Jak ze znalosti obrazu Z [an] (z)
urč́ıme vzor (an)

∞
n=0, což je to, co nás opravdu zaj́ımá. Hledaný vzor nalezneme

na 13. slidu.
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Inverzńı Z-transformace

Otázka

Jak naj́ıt pro danou funkci F ∈ H∞ jej́ı vzor?

Definice

Inverzńı Z-transformace funkce F ∈ H∞ je posloupnost
(an)

∞
n=0 ∈ Z0 taková, že Z [an] (z) = F (z).

Symbolem Z −1 [F (z)] (n) budeme značit n-tý prvek inverzńı
Z-transformace funkce F , tj. an = Z −1 [F (z)] (n).

Inverzńı Z-transformace je jednoznačná.
Jedna možnost, jak nalézt inverzńı Z-transformaci, je
rozvinout funkci F do Laurentovy řady na okoĺı ∞.

Př́ıklad

an = Z −1

[
cos

(1
z

)]
(n) =

{
(−1)k

(2k)! pokud n = 2k pro k ∈ N0,

0 jinak.
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Druhá možnost je využ́ıt integrálńıho vzorečku

an =
1

2πi

∫
C
F (z)zn−1 dz,

kde C je libovolná kladně orientovaná Jordanova ǩrivka lež́ıćı
v U(∞), na kterém odpov́ıdaj́ıćı Laurentova řada konverguje.

Tvrzeńı (Inverzńı Z-transformace metodou rezidúı)

Necht’ F ∈ H∞ je holomorfńı na C až na konečně mnoho
izolovaných singularit. Potom pro n ∈ N0 plat́ı

an = Z −1 [F (z)] (n) =
∑
zj

reszj F (z)zn−1,

kde zj jsou všechny izolované singularity funkce F (z)zn−1.

Daľśı metoda je jistý limitńı vzorec (viz skripta). Prakticky se
hod́ı zejména jeho speciálńı p̌ŕıpad pro nultý člen, a to:

a0 = lim
z→∞

F (z).
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Př́ıklad

Necht’

F (z) =
1

(z − 1)(z − 2)
.

Potom
a0 =Z −1 [F (z)] (0) = 0,

an =Z −1 [F (z)] (n) = −1 + 2n−1 pro každé n ∈ N.

Všimněte si, že formálńım dosazeńım n = 0 do vzorce pro an, n ∈ N,
nedostáváme správnou hodnotu.

Př́ıklad

Necht’

F (z) =
z − 3

z − 4
.

Potom
a0 =Z −1 [F (z)] (0) = 1,

an =Z −1 [F (z)] (n) = 4n−1 pro každé n ∈ N.
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Aplikace na řešeńı diferenčńıch rovnic

Př́ıklad

Řešeńı diferenčńı rovnice

yn+2 − 3yn+1 + 2yn = 0

splňuj́ıćı počátečńı podḿınky y0 = 1 a y1 = 2 je (yn)
∞
n=0, kde

yn = 2n pro každé n ∈ N0.

Občas lze vzor
”
uhodnout“. Nap̌r. Z −1

[
z

z−α

]
(n) = αn, viz 1. p̌ŕıklad na

4. slidu.
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