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Motivace

@ Diskrétni analogie Laplaceovy transformace umoZiiujici vyuZiti
metod komplexni analyzy pro ¥eSeni diskrétnich problémi.

@ Zpracovani diskrétniho signalu, ¥eSeni diferencnich rovnic
metodami komplexni analyzy.

o Zakladni idea znama jiz Laplaceovi (1749-1827), znovu
objevena W. Hurewiczem v roce 1947 v souvislosti s Fidicim
systémem radaru.

Z-transformace 2/ 14



Definice Z-transformace

Z-transformace posloupnosti (a,)52, komplexnich &isel je funkce
Z an) (2) = F(z) definovand jako
o0
an,

F(z) = —, z € U(),

n )
n=0

na nejvétsim okoli oo, na kterém Laurentova fada konverguje,
pokud ¥ada konverguje na né&jakém okoli occ.

@ Z-transformace posloupnosti je komplexni funkce komplexni
proménné definovand pomoci Laurentovy ¥ady na okoli co.

o Z linearity ¥Yad okamzit& plyne 2 [aa,) (2) = a2 [a,] (2)
a Zlan + by (2) = Zan] (2) + Z [bn] (2), kdykoliv existuje
prava strana.
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@ Pro a € C plati

%
Z " =
[Oé ](Z) zZ—
pro |z| > |a|. Specidlng:
%
Z[1 =
[1] (2) -1
pro |z| > 1.
@ Pro w € C plati
z sinw

Z [sin(wn)] (z) = 22 —2zcosw+ 1’

22 — zcosw

Z [cos(wn)] (z) = 22 —2zcosw+ 1’

pro |2] > el™m«l.

©Q Jest

pro |z| > 0.

Z-transformace 4 /14



Existence Z-transformace, prostor 7

Rekneme, ¥e posloupnost (@) o komplexnich &isel je nejvyse
exponencialniho ¥adu, jestliZze existuje € R a M > 0 takové, ze
lan| < Me“™ pro kazdé n € Ny.

MnoZzinu v8ech komplexnich posloupnosti, které jsou nejvyse
exponencialniho ¥adu, zna¢ime symbolem Zj.

o Jsou-li (an)oy, (bn)sey € Zo a a € C, pak také
(an + bn)5Zo, (@an)pZo, (anbn)nzg € Zo-

@ KaZda omezend posloupnost je v Zp.

@ Jeli k € Ny, pak (n*)>2, € Zy. Tedy také (P(n))>2, € Zo
pro kazdy polynom P.

Q (nh)3ly ¢ Zo.
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Véta (O existenci Z-transformace)

Z-transformace posloupnosti (a,, )5, komplexnich &isel existuje
pravé tehdy, kdyZ (an)5e, € Zp.

Existuje-li, je 2 [ay] (2) holomorfni funkce na okoli oo s vlastni
limitou v oo.

o Jsou-li (an)22y, (bn)oZy € Zo riizné posloupnosti, jsou jejich
Z-transformace také riizné.

@ MnoZzinu vSech holomorfnich funkci na n&jakém okoli co, které
nelze holomorfn& prodlouZit na vétsi okoli 0o, s kone¢nou
limitou v oo budeme znadit H.

Véta (O existenci vzoru)

Ke kaZdé funkci F' € H existuje posloupnost (a,)22, € Zo
takova, Zze Z [a,] () = F(2).

e Diisledkem pfedchoziho je, Ze Z-transformace je (linearni)
bijekce mezi Zy a Hoo.
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Vlastnosti Z-transformace

Tvrzeni (O 3kalovani vzoru)

Necht (a,)22, € Zp a a € C. Jest

z

Z [a"an] (2) = Z [an] (a) .

Dikaz: Viz prednaska. |
prikiad |
° 2" 2
< [n'] (2) =e=
e s 2z
% [2“ sin (5”)] (2) = 21
Viz 3. a 2. pfiklad na 4. slajdu.
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Véta (O obrazu posunuti)

Jestlize (an)p>y € Zo a k € N, pak
Z anyr] (2) = 282 [an] (2) — ap2® —a12¥ 1 — ... —ap_12.

Dikaz: Viz prednaska. |

Véta (O derivaci obrazu)

Jestlize (an)5e € Zo, pak
d
Z [nay) (2) = —z&.@f [an] ().

Dikaz: Viz prednaska. |
o
Z [sin (% (n+ 2))} (2) = —221 ]
° z
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Konvoluce

Konvoluce posloupnosti (a,)22, € Zp a (by)5ey € Zo je
posloupnost (¢)3g = (an)3g * (bn)3g. JeifZ prvky jsou
definovany jako

n
Cp = Zakbn_k pro kazdé n € Ny.
k=0

@ Obc&as budeme nep¥esné psat ¢, = a,, * by,.

@ Jedna se o diskrétni analogii konvoluce, kterou jsme vidéli
u Laplaceovy transformace. Sta&i si misto >, predstavit fgl
a misto agb,_i si predstavime a(k)b(n — k).

(Do * (N)pZo = (n+ )il
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Véta (O obrazu konvoluce)

Jestlize (an )5, (bn)22y € Zo, potom (an)o * (bn)22y € Zo
a plati

Z an *by) (2) = Z an] (2) Z [bn] (2) .

(]

.

22

(z-1)*

@ Z-transformace fedeni (ay)5, ulohy

Z1x1](2) =

n
Z ap3"F = 4q» pro kazdé n € Ny
k=0

je & [an] (2) = =5

2. piklad nds vede k pFirozené otazce: Jak ze znalosti obrazu 2 [a,] (2)
ur&ime vzor (an)neq, COZ je to, co nds opravdu zajima. Hledany vzor nalezneme
na 13. slidu.

Z-transformace 10 / 14




Inverzni Z-transformace

Jak najit pro danou funkci F' € Hy, jeji vzor?

Inverzni Z-transformace funkce F' € H, je posloupnost
(an)5 oy € Zp takova, ze Z [ay] (2) = F(2).

Symbolem 2~ [F(z)] (n) budeme znatit n-ty prvek inverzni
Z-transformace funkce F, tj. a, = Z 7 [F(2)] (n).

@ Inverzni Z-transformace je jednoznadna.
@ Jedna moZnost, jak nalézt inverzni Z-transformaci, je
rozvinout funkci F' do Laurentovy ¥ady na okoli oc.

(=1)* _
0, = 71 [cos (1)] (n) = { €] pokud n = 2k pro k € Ny,

0 jinak.
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@ Druhd moZnost je vyuZit integralniho vzore¢ku

1
an = — [ F(2)z" 1dz
"2mi o ) ’
kde C' je libovolna kladn& orientovana Jordanova k¥ivka leZici
v U(0), na kterém odpovidajici Laurentova ¥ada konverguje.

Tvrzeni (Inverzni Z-transformace metodou reziduf)

Necht F' € H,, je holomorfni na C aZ na kone&n& mnoho
izolovanych singularit. Potom pro n € Ny plati
an = Z7LHF(2)] (n) = Zreszj F(2)2" 1,
zj
kde z; jsou v8echny izolované singularity funkce F(2)2" L.

e Dal3i metoda je jisty limitni vzorec (viz skripta). Prakticky se
hodi zejména jeho specidlni p¥ipad pro nulty ¢len, a to:

ap = lim F(z).

Z—00
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Necht
1

(z-1)(z-2)

F(z) =

Potom
ag =2~ [F(2)](0) =0,

an =2 1[F(2)](n) = —1+2""1 pro kazdé n € N.

Vsimnéte si, ze formalnim dosazenim n = 0 do vzorce pro a,, n € N,
nedostdvame spravnou hodnotu.

Necht

an =Z 1 [F(2)] (n) =4" pro kazdé n € N.

A
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Aplikace na feseni diferen¢nich rovnic

Re¥eni difereneni rovnice
Yn+2 — 3yn+l + 2yn =0
spliiujici potatedni podminky yo =1 a y1 = 2 je (yn)52,, kde

Yo = 2° pro kazdé n € Ny.

Obtas Ize vzor ,,uhodnout”. Napt. &+ [ﬁ] (n) = a™, viz 1. p¥iklad na
4. slidu.
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