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Funkce komplexńı proměnné

Definice

Necht’ D ⊆ C. Zobrazeńı f : D → C se nazývá komplexńı funkce
(komplexńı proměnné).

Protože hodnoty komplexńı funkce lež́ı v C, můžeme pro
každé z = x+ iy ∈ C psát

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

kde u, v jsou reálné funkce dvou reálných proměnných.

Definice

Necht’ f(z), u(x, y) a v(x, y) jsou jako výše. Funkci u nazýváme
reálná část funkce f a ṕı̌seme Re f = u. Funkci v nazýváme
imaginárńı část funkce f a ṕı̌seme Im f = v.

Jedna z možných interpretaćı komplexńı funkce f(z) tedy je,
že se jedná o rovinné vektorové pole
(x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)).
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Př́ıklad

Uvažme funkci f(z) = z2. Reálná část funkce f je
u(x, y) = x2 − y2 a imaginárńı část je v(x, y) = 2xy.

Komplexńı funkce komplexńı proměnné 3 / 18



Okoĺı bodu a otev̌rené množiny

Definice

Necht’ z0 ∈ C a ε > 0.

Množinu U(z0, ε) = {z ∈ C : |z − z0| < ε} nazýváme okoĺı
bodu z0 s poloměrem ε.

Množinu
P (z0, ε) = U(z0, ε) \ {z0} = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < ε}
nazýváme prstencové okoĺı bodu z0 s poloměrem ε.

Nebude-li nutné znát konkrétńı poloměr (prstencového) okoĺı,
pak budeme stručněji psát jen U(z0) a P (z0).

U(z0, ε) je otev̌rený kruh se sťredem v z0 a poloměru ε,
P (z0, ε) je otev̌rený kruh se sťredem v z0 a poloměru ε bez
svého sťredu.
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Definice

Necht’ M ⊆ C. Řekneme, že M je otev̌rená, jestliže pro každé
z ∈ M existuje U(z) tak, že U(z) ⊆ M .

Př́ıklad

1 C a ∅ jsou otev̌rené množiny.

2 U(z) a P (z) jsou otev̌rené množiny pro každé z ∈ C.
3 Je-li G ⊆ C otev̌rená množina, pak také G \ {z1, . . . , zn} je

otev̌rená množina pro každé z1, . . . , zn ∈ C, n ∈ N.
4 C \ {z ∈ C : Re z ≤ 0, Im z = 0} je otev̌rená množina.

Daľśı pojmy jako hranice, uzávěr, uzav̌rené množiny,
. . . a vztahy mezi nimi jsou stejné jako v R2.
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Rozš́ı̌rená komplexńı rovina

Definice

Množina C∞ := C ∪ {∞} se nazývá rozš́ı̌rená komplexńı rovina.

Definujeme:
z +∞ = ∞+ z = ∞ pro každé z ∈ C;
z · ∞ = ∞ · z = ∞ pro každé z ∈ C∞ \ {0};
z
∞ = 0 pro každé z ∈ C;
z
0 = ∞ pro každé z ∈ C∞ \ {0}.

Nedefinujeme: ∞+∞, ∞ · 0, 0 · ∞, 0
0 a ∞

∞ .

Upozorněńı

V komplexńı analýze nemáme +∞ a −∞ jako v reálné analýze!

Definice

Necht’ ε > 0. Množinu U(∞, ε) =
{
z ∈ C : |z| > 1

ε

}
nazýváme

okoĺı ∞ s poloměrem ε.

U(∞, ε) je otev̌rená množina.
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Riemannova sféra

Riemannova sféra . . . sféra se sťredem v počátku a poloměrem 1.

x

y

C
N

ζ

z

0 se zobraźı na jižńı pól, body z jednotkové kružnice |z| = 1 se
zobraźı na rovńık.
Žádné komplexńı č́ıslo z ∈ C se nezobrazuje na severńı pól.
Severńı pól N se identifikuje s ∞.
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Limita

Definice

Necht’ z0 ∈ C∞ a f je komplexńı funkce definovaná na
U(z0) \ {z0}. Řekneme, že f má limitu L ∈ C∞ v bodě z0,
jestliže ke každému okoĺı U(L) existuje prstencové okoĺı P (z0)
takové, že každý bod z ∈ P (z0) se zobraźı do U(L). Ṕı̌seme

lim
z→z0

f(z) = L.

Pokud L ∈ C, řekneme, že limita je vlastńı.

Limita komplexńı funkce je jednoznačná, pokud existuje.

Pravidla pro zacházeńı s limitami jsou obdobná jako v reálném
p̌ŕıpadě (limita součtu a součinu, limita složené funkce, . . . ).
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Př́ıklad

1 lim
z→0

z
z neexistuje.

2 lim
z→0

1
z = ∞ . . . na rozd́ıl od reálného oboru!

Tvrzeńı

Necht’ L = A+ iB ∈ C a f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je komplexńı
funkce definovaná na prstencovém okoĺı bodu z0 = x0 + iy0.
Potom lim

z→z0
f(z) = L právě tehdy, když

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = A a lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = B.
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Spojitost

Definice

Necht’ z0 ∈ C a f je komplexńı funkce definovaná na U(z0).
Řekneme, že f je spojitá v bodě z0, jestliže

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Řekneme, že f je spojitá na množině M ⊆ C, jestliže je spojitá v
každém bodě množiny M .

Když řekneme pouze spojitá, mysĺıme t́ım spojitá na svém
definičńım oboru.

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je spojitá právě tehdy, když u(x, y)
a v(x, y) jsou spojité (jako reálné funkce dvou reálných
proměnných).

Př́ıklad

Konstantńı funkce, z, Re z, Im z, z a |z| jsou spojité funkce na C.
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Derivace

Upozorněńı

Zásadńı rozd́ıly od reálného oboru!

Definice

Necht’ z0 ∈ C a f je komplexńı funkce definovaná na okoĺı U(z0).
Pokud existuje vlastńı limita

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
,

pak jej́ı hodnotu nazýváme derivaćı funkce f v bodě z0. Znač́ıme
ji f ′(z0) nebo

df
dz (z0).

Existuje-li f ′(z0), pak ř́ıkáme, že f je diferencovatelná v bodě z0.

Vyš̌śı derivace definujeme jako v reálné analýze rekurzivně:

f (0)(z0) = f(z0).

f (n)(z0) = (f (n−1))′(z0) pro n ∈ N.
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Tvrzeńı

Jsou-li f a g diferencovatelné v bodě z, potom:

1 (f + g)′(z) = f ′(z) + g′(z);

2 (fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z);

3

(
f
g

)′
(z) = f ′(z)g(z)−f(z)g′(z)

g2(z)
, kdykoliv je g(z) ̸= 0.

Je-li g diferencovatelná v bodě z a f diferencovatelná v bodě g(z),
pak (f ◦ g)′(z) = f ′(g(z))g′(z).

Př́ıklad

Uvažme funkci f(z) = zn, kde n ∈ N. Potom pro každé z ∈ C je

f ′(z) = nzn−1.

Tvrzeńı

Jestliže f je diferencovatelná v bodě z, pak je v z spojitá.
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Cauchyovy-Riemannovy podḿınky

Věta (Nutná podḿınka diferencovatelnosti)

Necht’ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je komplexńı funkce definovaná na
nějakém okoĺı bodu z0 ∈ C. Je-li f diferencovatelná v bodě
z0 = x0 + iy0, potom u = Re f a v = Im f maj́ı parciálńı derivace
v bodě (x0, y0) a splňuj́ı v tomto bodě tzv.
Cauchyovy-Riemannovy podḿınky:

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0).

Nav́ıc plat́ı, že

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■
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Věta (Postačuj́ıćı podḿınka diferencovatelnosti)

Necht’ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) je komplexńı funkce definovaná na
nějakém okoĺı bodu z0 = x0 + iy0 ∈ C. Jestliže u = Re f a
v = Im f maj́ı spojité parciálńı derivace v bodě (x0, y0) a splňuj́ı
Cauchyovy-Riemannovy podḿınky v tomto bodě, pak f je
diferencovatelná v bodě z0.

Př́ıklad

1 Funkce f(z) = Re z je spojitá na C, ale neńı diferencovatelná
v žádném bodě z ∈ C.

2 Funkce f(z) = |z|2 je spojitá na C, ale je diferencovatelná
pouze v bodě z = 0, kde plat́ı f ′(0) = 0.
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Holomorfńı funkce

Definice

Komplexńı funkce f se nazve holomorfńı na otev̌rené množině
Ω ⊆ C, jestliže je diferencovatelná v každém bodě z ∈ Ω.
Funkce holomorfńı na C se nazývá celistvá.

Př́ıklad

1 Polynom f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0, kde
an, . . . , a0 ∈ C a n ∈ N0, je celistvá funkce.

2 Racionálńı funkce f(z) = P (z)
Q(z) , kde P,Q jsou polynomy a

Q ̸≡ 0, je holomorfńı funkce na svém definičńım oboru
D = {z ∈ C : Q(z) ̸= 0}.
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Oblasti

Definice

Řekneme, že množina Ω ⊆ C je oblast, jestliže je otev̌rená a každé
dva body z množiny Ω lze spojit lomenou čarou lež́ıćı v Ω.

Nezálež́ı na tom, zda Ω chápeme jako podmnožinu C nebo
R2.

Př́ıklad

1 U(z) a P (z) jsou oblasti pro každé z ∈ C, U(∞) je také
oblast.

2 U(−1, 1) ∪ U(1, 1) neńı oblast.

Tvrzeńı

Je-li f ′ ≡ 0 na oblasti Ω ⊆ C, pak f je konstantńı na Ω.
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Harmonické funkce

Definice

Necht’ Ω ⊆ R2 je otev̌rená množina. Řekneme, že reálná funkce Φ
definovaná na Ω je harmonická na Ω, jestliže Φ má spojité druhé
parciálńı derivace na Ω a ∆Φ ≡ 0 na Ω.

Připomeňme si, že Laplace̊uv operátor ∆ je definován jako

∆Φ = ∂2Φ
∂x2 + ∂2Φ

∂y2 .

Př́ıklad

Uvažme celistvou funkci f(z) = z2. Jej́ı reálná část
u(x, y) = x2 − y2 a imaginárńı část v(x, y) = 2xy jsou harmonické
na R2.

Tvrzeńı

Necht’ f je holomorfńı na otev̌rené množině Ω ⊆ C. Potom reálná
a imaginárńı část funkce f jsou harmonické funkce na Ω.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■
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Harmonické funkce

Definice

Necht’ u je harmonická funkce na otev̌rené množině Ω ⊆ R2.
Funkci v nazveme harmonicky sdruženou k u na Ω, jestliže
u+ iv je holomorfńı funkce na Ω.

Př́ıklad

Je dána funkce u(x, y) = x2 − y2 + x, (x, y) ∈ R2.

Funkce u je harmonická na R2.

Harmonicky sdružená funkce v k funkci u na R2 je tvaru
v(x, y) = 2xy + y +K, kde K je libovolná reálná konstanta.

Obecně dokonce ani na oblastech nemuśı existovat k zadané
harmonické funkci harmonicky sdružená funkce.

Je-li u harmonická funkce na jednoduše souvislé oblasti
(důležitá podťŕıda oblast́ı, bude později) Ω ⊆ R2, potom
existuje harmonicky sdružená funkce k u na Ω.
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