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Funkce komplexni promé&nné

Necht D C C. Zobrazeni f: D — C se nazyvad komplexni funkce
(komplexni prom&nné).

@ ProtoZe hodnoty komplexni funkce lezi v C, miZeme pro
kazdé z = x + iy € C psat

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

kde u, v jsou redlné funkce dvou redlnych proménnych.

Necht f(2),u(z,y) a v(x,y) jsou jako vyZe. Funkci u nazyvdme
realna &ast funkce f a piseme Re f = u. Funkci v nazyvame
imaginarni ¢ast funkce f a piSeme Im f = v.

@ Jedna z moznych interpretaci komplexni funkce f(z) tedy je,
Ze se jednd o rovinné vektorové pole

(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).
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Uvazme funkci f(z) = 22. RedInd &ist funkce f je
u(z,y) = 22 — y? a imagindrni ¢st je v(z,y) = 2xy.

o Ref
©imf
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Okoli bodu a oteviené mnoziny

Necht zp € Cae > 0.
@ MnoZinu U(zp,e) = {z € C: |z — 29| < €} nazyvame okoli
bodu z) s polomérem e.

e MnoZinu
P(z0,e) = U(z0,e) \ {20} ={2€C:0< |z — 20| <€}
nazyvame prstencové okoli bodu z) s polomérem «.

@ Nebude-li nutné znat konkrétni polomé&r (prstencového) okoli,
pak budeme stru&néji psat jen U(zp) a P(zp).

@ U(zp,¢) je otevieny kruh se stfedem v zy a polomé&ru ¢,
P(zp,¢) je otevfeny kruh se stfedem v zy a polom&ru ¢ bez
svého stfedu.
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Necht M C C. Rekneme, 7e¢ M je oteviena, jestlize pro kazdé
z € M existuje U(z) tak, ze U(z) C M.

v

@ C a () jsou otevfené mnoZiny.

@ U(z) a P(z) jsou otevfené mnoziny pro kazdé z € C.

@ Jeli G C C oteviend mnozina, pak také G\ {z1,...,2,} je
oteviend mnoZina pro kazdé z1,...,z, € C, n € N.

Q@ C\{z€C:Rez<0,Imz =0} je otevfend mnoZina.

.

@ Dalsi pojmy jako hranice, uzavér, uzavfené mnoZziny,
...a vztahy mezi nimi jsou stejné jako v R2.
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Rozsifend komplexni rovina

MnoZina C := CU {00} se nazyva rozsitena komplexni rovina.

o Definujeme:
e z+00=004 2z =00 pro kazdé z € C,
° z-00=00-2z=o00 pro kazdé z € C \ {0};
o = =0 pro kazdé z € C;
o & = o0 pro kazdé z € C \ {0}.

@ Nedefinujeme: co + 00, 00 -0, 0 - oo, % a %

Upozornéni
V komplexni analyze nemame 400 a —oo jako v redlné analyze!

Necht € > 0. MnoZinu U(co,e) = {z € C: |2| > 1} nazyvdme
okoli co s polomérem «¢.

e U(oo,¢) je oteviend mnoZina.
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Riemannova sféra

Riemannova sféra ... sféra se stfedem v poéatku a polomé&rem 1.

¥y

@ 0 se zobrazi na jizni pdl, body z jednotkové kruZnice |z| =1 se
zobrazi na rovnik.

o Z4dné komplexni &islo z € C se nezobrazuje na severni pdl.

@ Severni pél N se identifikuje s co.
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Limita

Necht zp € C a f je komplexni funkce definovand na

U(zo) \ {20}. Rekneme, %e f ma limitu L € Co, v bod& zp,
jestlize ke kazdému okoli U (L) existuje prstencové okoli P(z)
takové, Ze kazdy bod z € P(z) se zobrazi do U(L). Piseme

lim f(z) = L.

Z—r20

Pokud L € C, Yekneme, Ze limita je vlastni.

@ Limita komplexni funkce je jednozna&nd, pokud existuje.

@ Pravidla pro zachazeni s limitami jsou obdobnd jako v redlném
pripad& (limita souttu a soulinu, limita sloZené funkce, .. .).
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@ lim Z neexistuje.
2—0 *

@ lim 1 = 0o ... na rozdil od redlného oboru!
2—0 #

| .

Necht L =A+iB € C a f(z) = u(z,y) + iv(z,y) je komplexni
funkce definovana na prstencovém okoli bodu zy = xg + iyo.
Potom li_}m f(2) = L pravé tehdy, kdyz

2—20

lim u(z,y) =A a lim v(x,y) = B.
(@,y)—(0,90) (.9) (2,y)=(z0,90) (.9)

.

Komplexni funkce komplexni prom&nné 9/18



Spojitost

Necht zp € C a f je komplexni funkce definovand na U(z).
Rekneme, Ze f je spojita v bodé& zg, jestlize

lim f(z) = f(z0)-

Z—r20

Rekneme, 7e f je spojitd na mnozing M C C, jestlize je spojitd v
kaZzdém bod& mnoziny M.

V

o Kdyz fekneme pouze spojitd, myslime tim spojitd na svém
defini¢&nim oboru.

o f(z) =u(x,y) +iv(z,y) je spojita pravé tehdy, kdyz u(z,y)
a v(x,y) jsou spojité (jako redlné funkce dvou redlnych
proménnych).

Konstantni funkce, z, Rez, Im z, Z a |z| jsou spojité funkce na C.
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Derivace

Upozornéni

Zasadni rozdily od realného oboru!

Necht zp € C a f je komplexni funkce definovand na okoli U(2).
Pokud existuje vlastni limita

lim flz0+h) — f(20)

h—0 h ’

pak jeji hodnotu nazyvame derivaci funkce f v bodé& zy. Znaéime

ji £(20) nebo L (z0).

Existuje-li f'(20), pak ¥ikdme, Ze f je diferencovatelnd v bod& z.
v

Vy&si derivace definujeme jako v redlné analyze rekurzivng:
o f©(z0) = f(20).
o ™M (z0) = (fI""V)(20) pron € N.
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Jsou-li f a g diferencovatelné v bodé& z, potom:
O (f+9)(2) = f(2) +4'(2);
Q@ (f9)'(2) = f'(2)g9(2) + f(2)d'(2);
(s (g)/ (2) = fl(z)g(zg) (Z)( 2)g'(2) , kdykoliv je g(z) # 0.

Je-li g diferencovatelnd v bod& z a f diferencovatelnd v bod& g(z),

pak (f 0 g)'(z) = f'(9(2))g(2). )

UvaZzme funkci f(z) = 2™, kde n € N. Potom pro kazdé z € C je

f'(z) = nz""L.

JestliZze f je diferencovatelna v bodé& z, pak je v z spojita.
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Cauchyovy-Riemannovy podminky

Vé&ta (Nutnd podminka diferencovatelnosti)

Necht f(z) = u(z,y) + iv(z,y) je komplexni funkce definovand na
néjakém okoli bodu zp € C. Je-li f diferencovatelna v bodé

zo = Tg + 1Yo, potom u = Re f a v = Im f maji parcialni derivace
v bod& (¢, o) a spliiuji v tomto bod& tzv.
Cauchyovy-Riemannovy podminky:

ou ov
%(9«“0,2/0) = 87/(%’%)’
ou ov

?y(x(]: Z/O) = _%(;U()a ZJO)
Navic platfi, Ze
0 .0
f'(z0) = afz(ivoayo) + Zaii(x()ayO)'

Dikaz: Viz prednéska. |
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Véta (Postacujici podminka diferencovatelnosti)

Necht f(z) = u(z,y) + iv(z,y) je komplexni funkce definovand na
néjakém okoli bodu zg = xg + iyg € C. Jestlize u = Re f a

v = Im f maji spojité parcidlni derivace v bod& (x¢,yo) a spliiuji
Cauchyovy-Riemannovy podminky v tomto bodé&, pak f je
diferencovatelnd v bodé z.

.

© Funkce f(z) = Rez je spojitd na C, ale neni diferencovatelnd
v Zddném bodé z € C.

@ Funkce f(z) = |2|? je spojita na C, ale je diferencovatelnd
pouze v bod& z = 0, kde plati f/(0) = 0.

A
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Holomorfni funkce

Komplexni funkce f se nazve holomorfni na oteviené mnoziné
Q) C C, jestlize je diferencovatelna v kazdém bodé z € ().
Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

@ Polynom f(2) = an2™ + an_12""1 + -+ a1z + ag, kde
Gn,---,a9 € C an € Ny, je celistvd funkce.

@ RaciondlIni funkce f(z) = ggz; kde P, jsou polynomy a

Q@ # 0, je holomorfni funkce na svém definiénim oboru

D={zeC:Q(z) #0}.

A

A
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Oblasti

Rekneme, Ze mnozina 2 C C je oblast, jestlize je oteviend a kazdé
dva body z mnoziny () Ize spojit lomenou ¢€arou leZici v €.

o NezileZi na tom, zda €2 chdpeme jako podmnoZinu C nebo
R2.

@ U(z) a P(z) jsou oblasti pro kazdé z € C, U(c0) je také
oblast.

@ U(—1,1)UU(1,1) neni oblast.

Je-li f/ =0 na oblasti Q C C, pak f je konstantni na Q.
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Harmonické funkce

< |
<
<
<

Necht © C R2 je otevfend mnozina. Rekneme, Ze redlna funkce ®
definovana na €2 je harmonicka na ), jestlize ® ma spojité druhé
parcidlni derivace na Q2 a A® =0 na (.

Pripomenme si, Zze Laplacelv operdtor A je definovan jako
AP =224 22

UvaZme ceIistvou funkci f(2) = 22. Jeji redlna

4

u(z, y) = 2% — y? a imaginarni &st v(z,y) = 2y jsou harmonické
na R2.

.

Necht f je holomorfni na otevfené mnoZing 2 C C. Potom redlna
a imaginarni &ast funkce f jsou harmonické funkce na €.

.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Harmonické funkce

Necht u je harmonickd funkce na otevfené mnoZiné 2 C R2.
Funkci v nazveme harmonicky sdruzenou k u na €2, jestlize
u + v je holomorfni funkce na €.

.

Je dana funkce u(z,y) = 22 — y? + z, (v,y) € R%
o Funkce u je harmonicka na R2.

e Harmonicky sdruzend funkce v k funkci u na R? je tvaru
v(z,y) = 2zy +y + K, kde K je libovolna redInd konstanta.

A

@ Obecné& dokonce ani na oblastech nemusi existovat k zadané
harmonické funkci harmonicky sdruZena funkce.

@ Je-li u harmonicka funkce na jednodu$e souvislé oblasti
(ddileZita podt¥ida oblasti, bude pozdgji) Q C R?, potom
existuje harmonicky sdruzend funkce k u na €.
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