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Exponencidla

Komplexni funkce e* = e*(cosy + isiny), z =z + iy € C, se
nazyva exponencialni funkce (kritce exponenciala).
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MoneyBART (2010)

o Eulerdv vzorec:
e¥ =cosp+ising, ¢ €R

@ Eulerova identita:
em+1=0
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Pro viechna z,w € C platf
(1) ez—f—w — e?eV:
Q |¢f| = €”, kde x = Re z;
Q e £0;
—z __ 1.
e e - e_zy
@ Pron € Z plati (e*)" = e"%;
Q & =¢%

Q@ c® = e¥ pravé tehdy, kdyz w = z + 2kmi pro néjaké k € Z.

Dikaz: Viz cvideni. [ |

Upozornéni

Na rozdil od redlného oboru je komplexni exponenciala periodicka!

Exponenciéla je celistvd funkce a plati (e?)’ = e? pro kazdé z € C.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Goniometrické funkce

@ Z Eulerova vzorce pro x € R plyne

) T _ g—iT e 4 g7t
simwr=——+——, coST=————
21 2

1T

@ Tim je motivovana definice goniometrickych funkci v
komplexnim oboru.

. . iz_g—iz oo
Komplexni funkce sin 2 = <=7, z € C, se nazyvd sinus.

, iz —12 s s .
Komplexni funkce cosz = “+—, z € C, se nazyva kosinus.
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@ sin z = (0 pravé tehdy, kdyZ z = kx pro néjaké k € Z.
@ cosz = 0 praveé tehdy, kdyz z = 5 + km pro n&jaké k € Z.

@ (sinz)' =cosz a (cosz) = —sinz pro kazdé z € C.

Dikaz: Viz prednéska.
o Plati analogické identity jako v redlném p¥ipadé
(sin2 2 + cos? z = 1, souttové vzorce, ... )

@ Obdobné jako v redlném p¥ipadé miZeme definovat funkce
tangens a kotangens:

tgzzsmz, zEC\{z—l—lm:keZ};
COS Z 2
Cotgz:C?SZ, z2€C\{km:keZ}.
sin z
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Hyperbolické funkce

e Hyperbolicky sinus je funkce definovand vztahem

2

sinh z = 62_267 .z € C.
e Hyperbolicky kosinus je funkce definovana vztahem
cosh z = ez+2€_z, z € C.

@ Pro v3echna z € C plati (sinhz)’ = coshz a
(cosh z)" = sinh 2.

@ Vztahy mezi hyperbolickymi a goniometrickymi funkcemi (tzv.
Osbornova pravidla):

cos(iz) = coshz pro kazdé z € C;

sin(iz) = isinhz pro kazdé z € C.
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Logaritmus

Necht z € C\ {0}. Komplexni &islo w je ¥e$enim rovnice e* = z
pravé tehdy, kdyZz w = In |z| 4+ iy pro ¢ € Arg 2.

A\

Necht z € C\ {0}.
e Komplexni funkci In z = In|z| 4 i arg z nazyvdme hlavni
hodnotou logaritmu.
@ MnoZinu Lnz = {Inz + 2k7i : k € Z} nazyvame
mnohoznaény logaritmus.

¢

@ Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme obdas Fikat
»logaritmus® misto hlavni hodnoty logaritmu.
@ PYifazeni z — Lnz, z # 0, je tzv. ,mnohozna¢nd funkce".

In(1) =0, In(—1) =im, In(i) =1
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@ Komplexni funkce In nenf spojitd v Zddném bodé mnoZiny
{z€eC:Rez<0,Imz=0}.

© Im(in )

Komplexni funkce In z je holomorfni na

N=C\{z€C:Rez<0,Imz =0}

a pro kazdé z € Q plati (Inz)’ = 1.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Upozornéni

Obecné neplati In(zw) = Inz + lInw.

Pro z = w = ¢'1™ jeln(zw) = = # 34T = Inz + Inw.

@ Obecné plati pouze Ln(zw) = Ln z + Lnw.

Upozornéni

Plati €™ = 2 pro kazdé z € C \ {0}, ale obecn& neplati Ine* = z.

In (e2™) = 0 # 2mi.

@ Obecné plati pouze: je-li z # 0, Im z € (—m, 7], pak Ine* = z.
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