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K¥ivky

Mnozina C' C C se nazyva k¥ivka s parametrizaci ¢: [a,b] — C,
a < b, jestlize
Q@ C={p(t):telab]};
@ ¢ je spojité a [a, b] Ize rozdé&lit na kone&n& mnoho uzavfenych
podintervald, na kterych je ¢’ spojita.

Casto budeme ¥ikat pouze k¥ivka, nebudeme-li pot¥ebovat
parametrizaci ¢ zdlraznit.

Terminologie:
@ ¢(t) ...parametrizace kfivky C' (uruje také orientaci kfivky
C, tj. zplsob prochazeni k¥ivky C')
e ©(a) ...potatetni bod kiivky C
e ©(b) ...koncovy bod kfivky C
e ¢/(t) ...teEny vektor ke k¥ivce C' v bod& (t), je-li ¢(t) # 0.
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Pokracovani terminologie:
e —(C ...opacné orientovana kfivka ke kfivce C.
o Je-li p(t), t € [a,b], parametrizace kfivky C, pak
Y(t) =pla+b—1t), t €[a,bl], je parametrizace kfivky —C.
o (1 + (5 ... kFivka, kterd vznikne spojenim kfivek C7 a (5
takovych, Ze koncovy bod C] splyva s potategnim bodem Cs
e C1 — Cy ...spojeni kfivek C1 a —Cs, tj. C1 + (—C5)
Délka k¥ivky:
e Délka k¥ivky C' s parametrizaci ¢: [a,b] — C je

b
L) = [ ¥/l

Usetka [21, 22] s potatednim bodem z; € C a koncovym bodem
z9 € C.

o Parametrizace: p(t) = 21 + t(z2 — 21), t € [0,1].
o Délka dsetky: [ |¢/(t)] dt = |20 — 21].

@ Symbol [z, 23] neoznaluje interval. Jen si Set¥ime ruku.
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KruZnice se stfedem S € C a polomérem R > 0.
@ Parametrizace:
o Kladng orientovana: ¢(t) = S + Re®, t € [0, 27].
o Zéaporné& orientovand: ¢(t) = S + Re™%, t € [0, 27].
o Délka kruznice: f027r |/ ()] dt = 27 R.

Pocate¢ni a koncovy bod této parametrizace je S + R.

@ Vhodnou volbou pocate¢niho thlu 1y a koncového thlu vy,
1Py < 11, misto 0 a 2w dostaneme parametrizaci ¢asti

kruznice.
C .
Napt. p(t) = S+ Re™, t € [—F, ], nebo
S t €[50, 3] atd.
e Potatetni bod S — Ri a koncovy S — R.
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K¥ivkovy integral v komplexni roviné

Necht C' je kfivka s parametrizaci ¢: [a,b] — C a necht f je
spojitd komplexni funkce na C'. Pak kfivkovy integral funkce f
podél k¥ivky C' definujeme predpisem

b
/ f(z)dz = / () (#) dt.
C a

o Kfivkovy integral nezavisi na parametrizaci. Souhlasné
parametrizace kfivky davaji stejnou hodnotu integralu.
Neformalnég, ,souhlasné = stejny smér a stejny polet ob&hi™.

Necht n € Z a C je kladn& orientovand kruZnice se stfedem 2y € C
a polomérem R > 0. Potom

c 0 je-lin # —1.
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K¥ivkovy integral v komplexni roviné

Tvrzeni (Zakladni vlastnosti kfivkového integrélu)

Necht C je kivka. Necht oo € C a f, g jsou spojité komplexni
funkce na C. Potom:

Q Joaf(z)+g(z )dZ—afc 2)dz+ [o9(2)
ef_cf( dZ——fC z)dz;
Q [ i f(2)dz= [ f(2)dz+ [ f(2)dz, kdykoli K je kFivka,

jejiz pocatecm bod je koncovym bodem krivky C', a f je navic
spojitd na C' + K;;

Q | /¢ f(2)dz| < L(C) max.ec | f(2)]-

Dukaz: Viz pfednaska (pouze 4. bod, zbytek domaci cviéeni) |
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Necht C je k¥ivka zadana nasledujicim obrazkem:

Im z

=.

Rez

Pak [, zdz = i,
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Jordanovy k¥ivky

Mg&jme k¥ivku C's parametrizaci ¢: [a,b] — C.
Jesté trocha terminologie:

e C je uzavFena, jestlize p(a) = ¢(b).

e C je jednoducha, jestlize p(s) # ¢(t) kdykoliva < s <t < b.
o C je Jordanova k¥ivka, pokud je uzaviena a jednoducha.
o

Jordanova kfivka je (kladné orientovana)/(zaporné
orientovand), jestlize ji prochazime (proti sméru)/(po smé&ru)
hodinovych ruéicek.

Véta (Jordanova véta)

Je-li C' Jordanova kfivka, pak C\ C je sjednoceni omezené oblasti
Int C' a neomezené oblasti Ext C, které jsou disjuktni.

Diikaz: Z¥ejmé-trividini- Dikaz velmi netrividlni (vynechdme). W
o IntC ...vnitFek Jordanovy kfivky C.

o ExtC ...vnéjsek Jordanovy kfivky C.
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LeZi body A a B uvnit¥, nebo vné&?
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LeZi body A a B uvnit¥, nebo vné&?

o A leZi uvnit¥, B vné.
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LeZi body A a B uvnit¥, nebo vné&?

:C’C;\E
N

.\.B

o A leZi uvnit¥, B vné.

K¥ivkovy integral 9/ 14



Jednoduse souvislé oblasti

Rekneme, 7e oblast Q C C je jednoduse souvisla, jestlize pro
kaZdou Jordanovu kfivku C' C Q je Int C' C Q.

@ Neformialng&, jednodu$e souvisla oblast je ,oblast bez dér”.
| jeden odebrany bod je dira!

o C a okoli U(zg) bodu zy € C (tedy otevfené kruhy) jsou
jednoduse souvislé oblasti.

@ Okoli nekonena U(c0), C\ {20} a prstencové okoli P(zg)
bodu zp € C (tedy oteviené kruhy bez svych st¥edl) jsou
oblasti, které nejsou jednoduse souvislé.
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Cauchyova véta a Cauchyho vzorec

Véta (Cauchyova vé&ta)

Je-li © C C jednoduse souvisla oblast a f je holomorfni na €2, pak

/Cf(z)dz:()

pro kazdou uzavfenou kFivku lezici v €.

@ Predpoklad jednoduse souvislé oblasti a holomorfnosti funkce
na ni je podstatny (viz p¥iklady na 5. a 7. slidu)!

Q@ /. z*dz =0 pro kaZdou uzavfenou k¥ivku C.
Q@ [, sin(z*) + €™ dz = 0 pro kazdou uzavfenou kivku C.

© Necht C je kladn& orientovana kruZnice se stredem 0 a

22
polomérem 1. Pak [, -#745dz = 0.
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Tvrzeni (Princip deformace)

Necht C' je kladn& orientovana Jordanova kfivka v jednoduse
souvislé oblasti 2 C C a K je kladn& orientovana kruznice se
sttedem 2y € Int C takova, e K C Int C. Necht f je holomorfni v
Q\ {20}, pak

/C f(2)dz = /K £(2)de.

.

Dikaz: Viz prednaska. |

Pro kazdé n € Z a kazdou kladné& orientovanou Jordanovu k¥ivku
C' majici ve svém vnittku bod zg plati

c 0 je-lim # —1.

Viz ptiklad na 5. slidu.
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Véta (Cauchyho vzorec)

Necht f je holomorfni v jednoduge souvislé oblasti 2 a zg € Q.

Potom f ma v zy derivace viech ¥adi a pro kazdé n € Ny plati

f(")(zo) — n_!'/CAdZ’

271 Jo (2 — 20)"T!

kde C' C () je libovolnd kladn& kladné orientovana Jordanova
k¥ivka takovad, Ze zg € Int C.

A

o Specidln&: f(z0) = 5= [o 2 ZZ) dz

Necht C je kladn& orientovana kruZnice o rovnici |z| = 2. Pak
0 [, £t 4z = n(—8 + 6i).

@ [, 5kt dz = —m(—4+8i).

Nahradime-li C' libovolnou kladné& orientovanou Jordanovou
kfivkou takovou, Ze —i € Int C, vysledek se nezméni.

\
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Nékteré disledky Cauchyho vzorce

Véta (Existence viech derivaci)

Jestlize f je holomorfni na oteviené mnoziné Q2 C C, pak ma f na
Q) derivace vsech Fadu.

Dikaz: Viz prednaska. |

Véta (Liouvillova véta)

Nekonstantni celistva funkce je neomezena.

Dikaz: Viz prednaska. |

Goniometrické funkce sin a cos jsou v C neomezené.

Vé&ta (Zakladni véta algebry)

KazZdy nekonstantni polynom ma alespori jeden komplexni koten.

Dikaz: Viz pfednaska. |
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