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Rady komplexnich &isel, zakladni pojmy

Zakladni pojmy:
@ > ™ an ...(nekonetnd) ¥ada (komplexnich &isel).
® Sy =) p_oak...n-ty Eastetny soucet fady > a,.
® (5,)22. .. posloupnost &astetnych soutti Yady > 7 ay.

M4&-li posloupnost &dstetnych soutti ¥ady Y ° ) a, konetnou
limitu s € C, tak jeji hodnotu nazyvdme soutet fady Y - ay.
Pideme s = > 7 jan.

@ Definice limity posloupnosti komplexnich &isel je stejna jako v
redlném pfipad&. Tj. posloupnost (by,)22 , komplexnich &isel
ma limitu L € C,, jestlize pro kazdé U(L) existuje ng € N
takové, Ze pro viechna n > ng je b, € U(L). Pi%eme

lim b, = L.
n—oo
o Plati lim b, = L € C pravé tehdy, kdyz
n—oo
lim Reb, =ReL € R a hm Imbd, =ImL € R.
n—oo
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Rikdme, %e Yada konverguje, jestlize existuje jeji soucet. V
opacném pripadé fikime, Ze Fada diverguje.

Tvrzeni (Nutnd podminka konvergence)

Jestlize ¥ada ) a, konverguje, pak lim |a,| = 0.
n—roo )

N s v v o0 . > - v v
Rikdme, Ze fada )~ , a, konverguje absolutné, jestlize ¥ada
Yoo lan| konverguje.

v

Jestlize Fada konverguje absolutné, potom konverguje.
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Podilové a odmocninové kritérium

Tvrzeni (Podilové kritérium)

Necht }>° ;an je fada
nenulovych komplexnich &isel a

an+1
Qp

lim
n—oo

=L € [0,+00].

o Jestlize L < 1, pak Y an
konverguje absolutné.

o Jestlize L > 1, pak Y 7 an
diverguje.

Tvrzeni (Odmocninové kritérium)
Necht Y>° ;an je Fada
komplexnich ¢&isel a,, a

lim {/|an| =L € [0, +00].

n—o0
o Jestlize L < 1, pak Y an
konverguje absolutné.

o Jestlize L > 1, pak Y 7 an
diverguje.

_ S (11 3)" diverguje.

.¢]
> meo =1 konverguje absolutn&.

o ,Casto dobrj volba, kdy? se
vyskytuji faktoridly."

Mocninné fady

e lim {/n=1, lim Ye=1
n—oo n—o0
(zde ¢ > 0 je kladné redlné
gislo).
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Mocninné fady — motivace

@ Z redlné analyzy vime, Ze

o0 n

x

x_ — 1

e’ = gon' T}ggoTn<$), x € R,
n=

kde T, (x) je polynom

1 1
Tu(w) = 1o+ 5o 4o+ a”

o Cim vy&si stupeni, tim lepsi
aproximace a na v&tsim okoli
0.

T 3 Co o Ne vZdy je to ale takto
pékné. ..

-5
1) — T,() — 19
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e Zkusme nahradit funkci f(z) = ﬁ

polynomem T, (z) = f(0) + f'(0)x + --- + f“:;(o) ey
@ Pro jaké hodnoty x € R plati

x € R, jejim Taylorovo

[e.e]

1 n_2n .
—_— — = ?
22 Z( )"z nlLr%OTn(x)
n=0
@ Z obrazku vidime, Ze na celém R asi ne. D3 se ukazat, Ze to
plati jen pro x € (—1,1).

29

o Kde je problém? Cim se liéf
x 1 -
e’ a 1o

@ Obé funkce jsou nekoneéné

diferencovatelné na R. ..

4

. Ty(x) —— Tglx) —— T,(x)
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Mocninné fady — zakladni definice

Rada tvaru
o
Z an(z — 20)",
n=0

kde z je komplexni proménnd, se nazyvd mocninna ¥ada se
sttedem zy € C a koeficienty a, € C.

@ 2y ...stfed mocninné fady
oo

o Pro kazdé z € C je > an(z — 2zp)™ Yada komplexnich &isel.
n=0

@ Formalné se jednad o nekoneény polynom
ap + a1(z — z0) + az(z — 20)2 +as(z — 20)3 + -
o Cisla a,, n € Ny, jsou koeficienty mocninné Fady.
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o0

Pro jaké z € C mocninnd ¥ada ) a,(z — 2z9)" konverguje
n=0

(absolutng) &i diverguje?
v

o Rikdme, e mocninna ¥ada (absolutn&) konverguje na
mnozin& M C C, jestlize (absolutn&) konverguje v kazdém
bod& mnoZziny M.

@ Jestlize mocninnd ¥ada >~ 7 jan(z — 29)™ konverguje na
mnoziné€ M C C, pak jejim souétem na M rozumime funkci
f(2) definovanou predpisem

f(z) = ian(z —2)", z€M.
n=0

\,

o P¥ipometime, Ze 2° = 1 pro ka?dé z € C. Specialn& 0° = 1.
e Mocninnd Yada > 7 jan(z — 2z0)™ vZdy absolutn& konverguje
ve svém stfedu z = 2.
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P¥iklad (Geometricka ¥ada)

Je ddna mocninnd ¥ada )7 2"

@ Pro kazdé z € C splitujici |z| < 1 fada )2, 2" konverguje

absolutné a plati
> 1
Z 2= 1 ’
n=0 —c

@ Pro kazdé z € C splitujici |z| > 1 Yada >, ;2™ diverguje.

o Geometrickd ¥ada, coZ je mocninnd ¥ada se stfedem zg = 0,
konverguje absolutn& na kruhu. To neni ndhoda. ..
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Polomér konvergence a kruh konvergence

Véta (O poloméru konvergence mocninné fady)

Necht > jan(z — 20)™ je mocninnd ¥ada. Existuje pravé jedno
R € [0, +00] takové, Ze soutasné plati:

@ fada > 7 jan(z — 20)" konverguje absolutn& na mnoZin&
{z€C:|z— 2| < R};

@ fada Y ;an(z — 2z)" diverguje na mnoZin&
{z € C:|z— 20| > R}.

@ Je-li R € (0,00), mocninnd ¥ada konverguje absolutn& na
kruhu U (20, R).

@ Je-li R = 400, mocninna Yada konverguje absolutné na C.

@ Je-li R =0, mocninna ¥ada diverguje viude na C\ {z}.

Cislo R nazyvame polomér konvergence mocninné fady
Yool o an(z — 20)"™. MnoZinu U(zp, R) nazyvdme kruh
konvergence mocninné fady.
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e Situace, kdyZ R € (0, 00):

@ absolutné konverguje, diverguje,

@ R = 00...zelend je celd komplexni rovina

@ R =0...Cervené je vie kromé stfedu zg
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Q@ > ,2"...R=1,2=0.
(5] Zfzo%...Rzoo, 20 = 0.
Q> n(z+2—)"...R=0, zo= —2+1.

@ Casto potkdvame i mocninné fady v ,,nekanonickém tvaru“.
Napt.

00
Zn2(2_5)2n: + ...
n=1

Tato ¥ada m3 (rozepsany) kanonicky tvar

0+0(2—5)+ +0(z—5)+ +0(2—5)°+ +- -

Mocninné ¥fady jsou na svém kruhu konvergence ,,nekone¢né
polynomy*. Co v8e s nimi mizeme délat jako s polynomy?
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Operace s mocninnymi ¥fadami

Tvrzeni (mocninné ¥ady s¢itdme a ndsobime jako polynomy)

Necht > jan(z — 29)" ma polomé&r konvergence R; a
>0 o bn(z — 20)™ md polom&r konvergence Ry.
@ Mocninnd Yada 7 ((an + by)(z — z9)™ ma polomé&r
konvergence alespoii R = min{R;, Ra} a plati

Z an(z — 20)" + Z bn(z — 20)" = Z(an +by)(z — 20)".
n=0 n=0 n=0

o Necht ¢, = >} axbn—k. Mocninna ¥ada Y 7 cn(z — 20)"
m3 polomé&r konvergence alespoit R = min{R;, R2} a plati

(o) (St ) - St o

@ Pokud R; # Rs, pak maji mocninné ¥ady
Yool olan +bn)(z —20)" @ > 07 g cnl(z — 20)™ polomér
konvergence pravé R = min{ R, Ra}.
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Véta (Derivovani ¢len po &lenu)

Necht ma ¥ada Y o7, an(z — 20)" polom&r konvergence R > 0
a f(z) je jeji soutet na U(zg, R).
@ f(z) je holomorfni na U(zp, R)
a f!(z) =300 nan(z — 20)" ! na U(zo, R).
Q> nan(z — 20)"~! m4 polomé&r konvergence R.

Q a, = )(ZO) pro kazdé n € Ny.

Véta (Integrovani &len po &lenu)

Necht ma ¥ada Y o, an(z — 20)" polom&r konvergence R > 0
a f(z) je jeji soutet na U(zg, R).
© Funkce F(2) = Y02 22 (2 — 20)"™, 2 € U(20, R), je
primitivni funkce k funkci f(z) na U(zo, R), tj. F'(2) = f(2).

Q> oz — 20)" 1 m4a polomér konvergence R.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Rozvoj holomorfni funkce do mocninné ¥fady

Q@ Rada 3% ((n +1)2" m4 soutet ﬁ pro |z| < 1.

@ Rada °7° | 2= md soutet —In(1 — z) pro |z| < 1.

n=1

\,

Véta (Existence rozvoje do mocninné ¥ady)

Necht Q C C je otevfend mnoZina a f(z) je holomorfni funkce na
Q. Necht 29 € Q a R € (0, +00] je takové, Ze U(zo, R) C Q.
Potom pro v3echna z € U(zg, R) plati

©  r(n)(,
=3 T g
n=0

| .

° H% =32 o(=1)"22" pro |z| < 1.

Vzpomeiite si na otdzku z 6. slidu.

€

Mocninné fady 15 / 17



Necht funkce f ma derivace véech ¥adi v bod& zy € C. Rada

Do %(z — zp)" se nazyvé Taylorova ¥ada funkce f o

stfedu zg.

e Je-li funkce f(z) holomorfni na okoli bodu zy € C, potom
f(2) se rovna své Taylorové fadé o stfedu zp na tomto okoli.

Tvrzeni (Jednoznagnost rozvoje do mocninnych ¥ad)

Jestlize plati Y07 (an(z — 20)" = Y pr s bn(z — 20)" na n&jakém
okoli U(zg), pak a,, = b, pro viechna n € Ny.

Dikaz: Viz prednaska.

P¥iklad (Metoda neur&itych koeficient)

Je dédna rovnice f/(z) = 2zf(z) a potatedni podminka f(0) = 1.
[e%) Z2n

Jeji FeZeni ve tvaru mocninné Fady je > °° (.

Mocninné ¥ady
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Vybrané diilezité rozvoje do mocninnych ¥ad

Q@ L =37 ,2"proz| < 1.
@ =57 ,%,2€C.
o 2n+1
@ sinz = Z;’fzo(—l)"m, z e C.
Q cosz = Zf_o(—l)"(zzn)!, zeC.

anz—z_ )nl

(z—1)" pro |z —1| < 1.

Mocninné fady

17 /17



