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Motivace

UvaZzme funkci f(z) = ﬁ kterd je holomorfni na C \ {0, 2}.
@ Funkci f(z) miZeme rozvinout do mocninné ¥ady se stfedem
v libovolném bod& zy € C\ {0,2}. Se stfedem 2z € {0,2} to
ale nelze, byt okolo bodii 0 a 2 je jeji chovani nejzajimavgjsi.
e Funkci f(z) pdjde rozvinout do ¥ad mocnin z &i (z — 2),
pokud si umozZnime zdporné exponenty a jiné obory
konvergence nez kruhy.
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@ Pozdgji uvidime, Ze takové rozvoje maji podstatné aplikace
(reziduova vé&ta, inverzni 2 -transformace, ...)
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Laurentovy fady

Rada tvaru

o0

Z an(z — 20)",

n=—oo
kde z je komplexni proménnd, se nazyva Laurentova Fada se
stfedem 2y € C a koeficienty a,, € C.

@ Rada > ° jan(z — 20)™ se nazyvd regularni &ast Laurentovy

fady Zzoi an(z — 20)"
@ Rada 301 an(z—20)" =320, (zaiz)n se nazyva hlavni

¢ast Laurentovy Yady > 7 an(z — z0)"

n=—

@ zp ...stfed Laurentovy fady

@ a, ...koeficienty Laurentovy Fady

@ Regularni &ast Laurentovy ¥ady je mocninnd ¥ada. Specialng,
obsahuje pouze nezdporné mocniny (z — zp).

@ Hlavni &ast Laurentovy fady obsahuje zdporné mocniny

(z — 2p). Specidln&, neni to mocninnd ¥ada v promé&nné z.
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Konvergence Laurentovy fady

Necht z € C\ {20}. Rekneme, e Laurentova ¥ada:
e konverguje (resp. konverguje absolutn&) v bod& z, jestlize
v bod& z konverguje (resp. konverguje absolutn&) soucasng jeji
hlavni a regularni &ast;
o diverguje v bodg z, jestlize v bodé z nekonverguje.
Necht M C C.
e Rekneme, Ye Laurentova ¥ada konverguje na M (resp.
konverguje absolutn& na )/), jestlize konverguje
(resp. konverguje absolutn&) v kazdém bod& mnoZiny M.

@ Konverguje-li Laurentova ¥ada na M potom funkci

f(z) = Z an(z — 20)" Zanz—z[) )", z€ M,

n=—0oo

nazyvame souctem Laurentovy rady na M a piseme

f(2) = 2002 oo anlz — 20)™.

Laurentovy ¥ady a izolované singularity 4 /13




Necht 0 <7 < R < 400 a 29 € C. MnoZina

P(zo;m;R) ={2€C:r <|z—2)]| <R}
se nazyva mezikruzi o stfedu zy, vnitfnim poloméru 7 a vné&jsim
poloméru R.

Necht >°°° _ a,(z — 20)" je Laurentova ¥ada. Pak existuji

n=—0oo

r, R € [0,400] takové, Ze

Q@ > 7 an(z — 20)" konverguje absolutn& pro |z — 29| < R a
diverguje pro |z — 29| > R;

(2] Z;i_oo an(z — 29)"™ konverguje absolutn& pro |z — zg| > r a
diverguje pro |z — zo| < r.
Je-lir < R, pak 02 an(z — 29)" konverguje absolutn& na

P(zp;r; R) a jeji soutet je holomorfni funkce na tomto mezikruZi.

v

Dikaz: Viz prednaska. |
@ P(zp;r; R) z tvrzeni ... mezikruZzi konvergence Laur. Yady
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Rozvoj do Laurentovy fady

Q> 2‘1n| (z —4)™ ma mezikruZzi konvergence P(i; 2, 2). Jeji
soutet na P(i; 5:2) je f(z) = 3

1 2
-1 T 29
(2] Z;i_oo 2" 437 3"2" diverguje v kazdém bodg z € C.

.

Véta (Rozvoj do Laurentovy ¥ady)

Necht funkce f je holomorfni na mezikruzi P(zo;r; R), kde zg € C
a0 <r <R < +o00. Potom existuje prdvé jedna Laurentova fada
Yoo an(z — 20)" se souttem f(z) na P(zo;7; R). Navic pro
kazdé n € Z plati

1 f(z)

2mi Jo (2 — zo)n L
kde C je libovolna kladné orientovana Jordanova k¥ivka, kterd lezi
v P(z0;7; R) a ma ve svém vnitfku bod zp.

dz,

n —

@ Laurentova ¥ada z pfedchozi véty se nazyva Laurentiiv
rozvoj funkce f na P(zp;r; R).
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e Je-li R > 0, pak P(z0;0; R) je prstencové okoli bodu zj,
tj. P(z0;0; R) = P(z0, R).

@ £ =370 Gy na P(0;0;00).
(2] (1 )=Z°°_ 12" na P(0;0;1).
o = _Zn 2 Zn == ;Efoo 2" na P(0;1;00).
° z(33—z) = ZSLO 0 (z _11)nn+1 +Zn OW na P(1;1;2).
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Izolované singularity

K
< |
.
.
.

Rekneme, Ze 2y € C je izolovana singularita funkce f, jestlize f
je holomorfni na n&jakém prstencovém okoli P(zp) bodu z
a v bodé€ zy nema derivaci.

A

@ Funkce *2* ma izolovanou singularitu v 0.
@ Funkce 1 ma’ izolovanou singularitu v 0.
© Funkce

o= )5 ma izolovanou singularitu v 2.

@ Funkce e* m4 izolovanou singularitu v 0.

© Funkce In z nema izolovanou singularitu v 0.

€

Lze néjak klasifikovat ,jak Spatna“ je izolovana singularita? Je
. . . : 1 A
izolovana singularita funkce e= v 0 , hor$i* neZ ta funkce %?

.
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Klasifikace izolovanych singularit

Necht zy € C je izolovana singularita funkce f
a f(z) =372 an(z—20)" na P(z0). Rekneme, Ze z je:
© odstranitelna singularita, jestlize a,, = 0 pro kazdé n < 0;
Q pol, jestliive existuje k € N tak, Ze a_, # 0 a a,, = 0 pro kazdé
n < —k. Cislo k se nazyva ¥ad (nebo také nasobnost) pdlu;

© podstatna singularita, jestlize a,, # 0 pro nekoneén& mnoho
zapornych celych &isel n.

o Pd4l ¥adu k se také nazyva k-nasobny pol.
@ Pdl ¥adu 1 se také nazyva jednoduchy pdl.
@ Neformalné:
e odstranitelnd singularity. . . singularita je jen zdanliva, Ize ji
odstranit;
o pdl ¥adu k. .. funkce se blizko zy chova jako (zi;zz)k
e podstatna singularita ... funkce se blizko zy chova velmi
divoce, vazné problémy
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Funkce 822 m3 odstranitelnou singularitu v 0.

Funkce = ma jednoduchy pdl v 0.

Funkce (=)L ma pdl Fadu 5 v 2.

1
-2)

© 00O

Funkce e mé podstatnou singularitu v 0.

@ Mame-li k dispozici Laurentlv rozvoj funkce na prstencovém
okoli izolované singularity, snadno ji miZeme klasifikovat.

@ V pfipadé odstranitelnych singularit a pdl si ukdZzeme, jak je
klasifikovat i bez znalosti rozvoje.

@ Funkce ;;%((;7:11))3 ma v bodé&:

e 0 odstranitelnou singularitu. VS§imnéme si, Ze 0 je 8 nasobny
kofen Citatele, 7 ndsobny kofen jmenovatele a 8 > 7,

o 1 pdl ¥adu 2. V&imné&me si, Ze 1 je jednoduchy kofen Eitatele,
3 ndsobny kofen jmenovatele, 1 <3 a3 —1=2.

Laurentovy ¥ady a izolované singularity 10 / 13



Pdly a odstranitelné singularity

e UvaZme polynom P(z) = (z — z)*, k € Ng, 29 € C. 29 je
kofen nasobnosti k a plati
P(Z(_)) = P/(Z[)) — = P(k_l)(ZQ) =0a P(k)(ZQ) 75 0.

Necht 29 € C a f je holomorfni a ne viude nulova na U(zp).
Rekneme, 7e f ma v zy koFen nasobnosti k € Ny, jestlize

flzo) == f&D(z) =0 a fF)(2) #£ 0. Také ¥ikdme, Ze 2 je
k-nasobny koten.

@ 2y je k-nasobny koten polynomu P(z) pravé tehdy, kdyz
P(2) = (z — 20)*Q(2), kde Q(z) je polynom takovy, Ze
Q(z0) # 0.

Necht zp € C a f je holomorfni na okoli U(zp). Pak z je
k-ndsobny kofen pravé tehdy, kdyZ existuje holomorfni funkce g na
U(zp) takova, Ze g(zo) # 0 a pro viechna z € U(zg) plati

f(2) = (2 — 20)*g(2).
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Tvrzeni (odstranitelné singularity a pdly pomoci nasobnosti kofenti)

Necht zg € C a funkce f a g jsou holomorfni na okoli U(2).
Jestlize f ma v zg kofen ndsobnosti m € Ny a ¢ ma v zy kofen
nasobnosti n € N, potom funkce g ma v bodé& zg

@ odstranitelnou singularitu, jestlize m > n;

e pdl radu n — m, jestlize m < n.

Dikaz: Viz prednaska. |

@ ** md v 0 odstranitelnou singularitu.

Q@ 15552 m3 v 0 trojnasobny pél.

28+Z5
1 ‘- ;7 1
(s) 7 mé jednoduché pély v bodech 5-—, n € Z\ {0}. Bod 0
neni izolovanou singularitou funkce ——.
l-ez
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Izolované singularity a limita

V&ta (Charakterizace typi izolovanych singularit)
Necht 2o € C je izolovana singularita funkce f.
© Funkce f ma v zy odstranitelnou singularitu pravé tehdy, kdyz
lim f(2) je kone¥na.
Z—rZ20
@ Funkce f md v zg pdl pravé tehdy, kdyZ 1i_>m f(z) = oc.
Z2—20

Funkce f ma v zg k-ndsobny pdl pravé tehdy, kdyz

lim (z — 20)* f(2) je konegna a nenulova.
Z—r20
© Funkce f ma v zy podstatnou singularitu pravé tehdy, kdyz

lim f(z) neexistuje.
Z—20

Tvrzeni (O odstran&ni odstranitelné singularity)

Necht zg € C je odstranitelnd singularita funkce f.
(Do) /(P¥e)definujeme-li funkci f v bod& zy hodnotou le f(2),
2—20

pak vznikla funkce je holomorfni na U(zp).

Laurentovy ¥ady a izolované singularity 13 /13



