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Motivace

M&jme holomorfni funkci f(z) na P(z0;0; R), kde zo € Ca R > 0.

Chceme spotitat [, f(z)dz, kde C je kladn& orientovand
Jordanova kf¥ivka leZici v P(zo, 0; R) takova, Ze zp € Int C.

e Pocitat fC z) dz z definice je &asto velmi pracné & nemozné.

e Na P(z0;0; R) miZeme funkci f(z) rozvinout do Laurentovy
fady. Vime, Ze pro jeji koeficienty a,, plati

L 7f(z) dz.

7 o ¢ (2= 20)"H!

@ Volbou n = —1 tedy dostaneme

/ f(z)dz = 2mia_;.
c

@ Hodnota fC z)dz je tedy zakodovana v jednom jediném
Cisle, a to v koeﬁaentu u (z — 29)~! v Laurentov& rozvoji
funkce f(z) na P(z0;0; R).
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Reziduum

Necht zy € C je izolovana singularita funkce f(2) a

[e e}

f(z) = Z an(z — 29)"

n=—oo

na P(zp). Koeficient a_; se nazyvd reziduum funkce f v bodg 2
a znadi se res, f.

e Budeme-li chtit zdlraznit prom&nnou, napideme res,—,, f(z).

@ Pokud je 2y € C odstranitelna singularita funkce f, potom
res,, f = 0. Opacna implikace ale neplati. Viz 1. p¥iklad vySe.

Reziduova véta a jeji aplikace 3/10



Vypolet rezidua v pélech

Necht 29 € C je pdl ¥adu k funkce f. Potom

1

res;, f(z) = —— lim [(z — 20)*f(2)

(k—1)
(k; — 1)' z2—20 ] ’

Dikaz: Viz prednaska. |
@ Specidlné:
o je-li zg jednoduchy pdl, pak res,, f(z) = lim (z — 2z9) f(2):
Z—20

o je-li 2o dvojndsobny pél, pak res,, f(z) = lim [(z — 20)2f(2)]".
z zZ0
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Necht 2o € C a funkce f a g jsou holomorfni na U(2g). Jestlize g

md v 2o jednondsobny koFen, potom res,, % = ;c/((z%))

.

cos(z —m) .
res, W = 1.

Upozornéni

Reziduum v izolované singularité je vzdy dobte definovdno a je to
konetné &islo. NemiiZe se stat, Ze ,neexistuje” nebo Ze vyjde oco.

Tvrzeni (I'Hospitalovo pravidlo, %)

Necht 2o € C a funkce f a g jsou holomorfni na U(zg), spliiuji
f(z0) = g(20) = 0 a g neni identicky 0 na U(zp). Potom

L@ 1)

%0 9(2) =% g2)
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Reziduova véta

Véta (Reziduovd véta)

Necht  C C je jednodu$e souvisld oblast, C je kladn& orientovana
Jordanova k¥ivka lezici v Q. Necht f je holomorfni funkce na

Q\ S, kde S ={z €IntC : z je izolovan singularita funkce f},

a S je kone¢na mnozina. Potom plati

/Cf(z) dz = 2mi Z resy, f(2).

weS

Dikaz: Viz pfednaska. |

At C je kladn& orientovana hranice obdélniku o vrcholech —i,
4 —1q, 441, 1. Pak

1 q _3m
/c<z—1><z—3><z—5>2 ST

Reziduova véta a jeji aplikace 6 /10




Aplikace Reziduové véty, integraly pres redlnou osu

@ V daldim budeme chdpat integrdl ffooo f(x)dz jako

/jf( dx—ngr;o/ e

tj. ve smyslu tzv. Cauchyovy hlavni hodnoty.
e V tomto smyslu je fjozo xdx = 0.

e Pokud bychom definovali (tzv. nevlastni Riemanniv integral)

00 0 b
/ f(z)dz = lim f(z)dz + lim f( )dx

a——0o0 a b—+o00

pak by integral [">° z dx neexistoval.

@ Pokud ale integrdl ve smyslu nevlastniho Riemannova
integralu existuje, pak existuje také ve smyslu hlavni hodnoty.

@ Nase pojeti ve smyslu hlavni hodnoty je tedy obecnégjsi.
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Tvrzeni (Integrély z raciondlnich funkci p¥es redlnou osu)

Necht P a Q jsou nenulové polynomy, st @Q > st P+ 2, a Q nem3
zadny realny kofen, potom

¢ P(a) P(z)
dz = 2m T€Sy ——,
e Q) pRE
kde
Sy ={2€C:Q(z) =0,Imz > 0}.
Dikaz: Viz prednaska. |

/+OO 1 T
dx = —.
e @)@+ TG

Upozornéni

Rezidua poéitame pouze v kofenech polynomu @ s kladnou
imaginarni &3st.
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Tvrzeni (Integrély s oscilujici exponencidlou ptes redlnou osu)

Necht P a Q jsou nenulové polynomy, st @ > st P+ 1, a Q nem3
#4dny redlny koren. Necht « je nenulové redlné &islo.
Q Jestlize a > 0, pak

T P(x) ; P(z) ;
e dx = 27 reSy ',
w0 Qz) 2 z

kde
St ={2€C:Q(z) =0,Imz > 0}.
@ Jestlize a < 0, pak
+o00 P(x)

. . P() ,
——e'* dx = —2mi resy €'Y,
o Q@) P E

kde

S_.={z€C:Q(z) =0,Imz < 0}.

Upozornéni

Pozor na rozdily v zavislosti na znaménku parametru «.
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@ Jsme-li v situaci jako na minulém slidu a polynomy P a )
maji redlné koeficienty, potom

Foo P . —+00 P
Re ( (z) R da:) _ (x) cos(az) dz
—oo Q) oo Q)
a
too P . “+o00 P
Im < ﬂemx dx) = (z) sin(ax) dz.
— Q(z) e Q)
/+OO e de — pe-l+2 _ Te0s2  msin2,
—00 $2 —4x +5 e e )
/+°° sin x msin 2
P :
—00 LT — 4x +5 e
/+°° cos T Cos 2
— il = ———.
—o0 z? — 4z +5 e
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