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Motivace

Mějme holomorfńı funkci f(z) na P (z0; 0;R), kde z0 ∈ C a R > 0.
Chceme spoč́ıtat

∫
C f(z) dz, kde C je kladně orientovaná

Jordanova ǩrivka lež́ıćı v P (z0; 0;R) taková, že z0 ∈ IntC.

Poč́ıtat
∫
C f(z) dz z definice je často velmi pracné či nemožné.

Na P (z0; 0;R) můžeme funkci f(z) rozvinout do Laurentovy
řady. V́ıme, že pro jej́ı koeficienty an plat́ı

an =
1

2πi

∫
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz.

Volbou n = −1 tedy dostaneme∫
C
f(z) dz = 2πia−1.

Hodnota
∫
C f(z) dz je tedy zakódována v jednom jediném

č́ısle, a to v koeficientu u (z − z0)
−1 v Laurentově rozvoji

funkce f(z) na P (z0; 0;R).
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Reziduum

Definice

Necht’ z0 ∈ C je izolovaná singularita funkce f(z) a

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)
n

na P (z0). Koeficient a−1 se nazývá reziduum funkce f v bodě z0
a znač́ı se resz0 f .

Budeme-li cht́ıt zdůraznit proměnnou, naṕı̌seme resz=z0 f(z).

Př́ıklad

1 res1
1

(z−1)3
= 0.

2 res0
ez

z3
= 1

2 .

Pokud je z0 ∈ C odstranitelná singularita funkce f , potom
resz0 f = 0. Opačná implikace ale neplat́ı. Viz 1. p̌ŕıklad výše.
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Výpočet rezidua v pólech

Tvrzeńı

Necht’ z0 ∈ C je pól řádu k funkce f . Potom

resz0 f(z) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

[
(z − z0)

kf(z)
](k−1)

.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Speciálně:

je-li z0 jednoduchý pól, pak resz0 f(z) = lim
z→z0

(z − z0)f(z);

je-li z0 dvojnásobný pól, pak resz0 f(z) = lim
z→z0

[(z− z0)
2f(z)]′.

Př́ıklad

Necht’ f(z) = 1
(z−1)(z+1)2

.

1 res1 f(z) =
1
4 .

2 res−1 f(z) = −1
4 .
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Tvrzeńı

Necht’ z0 ∈ C a funkce f a g jsou holomorfńı na U(z0). Jestliže g

má v z0 jednonásobný kǒren, potom resz0
f(z)
g(z) = f(z0)

g′(z0)
.

Př́ıklad

resπ
cos(z − π)

1 + eiz
= i.

Upozorněńı

Reziduum v izolované singularitě je vždy dob̌re definováno a je to
konečné č́ıslo. Nemůže se stát, že

”
neexistuje“ nebo že vyjde ∞.

Tvrzeńı (l’Hospitalovo pravidlo,
”
0
0“)

Necht’ z0 ∈ C a funkce f a g jsou holomorfńı na U(z0), splňuj́ı
f(z0) = g(z0) = 0 a g neńı identicky 0 na U(z0). Potom

lim
z→z0

f(z)

g(z)
= lim

z→z0

f ′(z)

g′(z)
.
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Reziduová věta

Věta (Reziduová věta)

Necht’ Ω ⊆ C je jednoduše souvislá oblast, C je kladně orientovaná
Jordanova ǩrivka lež́ıćı v Ω. Necht’ f je holomorfńı funkce na
Ω \ S, kde S = {z ∈ IntC : z je izolovaná singularita funkce f},
a S je konečná množina. Potom plat́ı∫

C
f(z) dz = 2πi

∑
w∈S

resw f(z).

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

At’ C je kladně orientovaná hranice obdélńıku o vrcholech −i,
4− i, 4 + i, i. Pak∫

C

1

(z − 1)(z − 3)(z − 5)2
dz =

3πi

16
.
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Aplikace Reziduové věty, integrály p̌res reálnou osu

V daľśım budeme chápat integrál
∫∞
−∞ f(x) dx jako∫ +∞

−∞
f(x) dx = lim

R→∞

∫ R

−R
f(x) dx,

tj. ve smyslu tzv. Cauchyovy hlavńı hodnoty.

V tomto smyslu je
∫ +∞
−∞ x dx = 0.

Pokud bychom definovali (tzv. nevlastńı Riemannův integrál)∫ ∞

−∞
f(x) dx = lim

a→−∞

∫ 0

a
f(x) dx+ lim

b→+∞

∫ b

0
f(x) dx,

pak by integrál
∫ +∞
−∞ x dx neexistoval.

Pokud ale integrál ve smyslu nevlastńıho Riemannova
integrálu existuje, pak existuje také ve smyslu hlavńı hodnoty.

Naše pojet́ı ve smyslu hlavńı hodnoty je tedy obecněǰśı.
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Tvrzeńı (Integrály z racionálńıch funkćı p̌res reálnou osu)

Necht’ P a Q jsou nenulové polynomy, stQ ≥ stP + 2, a Q nemá
žádný reálný kǒren, potom∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
,

kde
S+ = {z ∈ C : Q(z) = 0, Im z > 0} .

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad ∫ +∞

−∞

1

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

π

6
.

Upozorněńı

Rezidua poč́ıtáme pouze v kǒrenech polynomu Q s kladnou
imaginárńı část.
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Tvrzeńı (Integrály s osciluj́ıćı exponenciálou p̌res reálnou osu)

Necht’ P a Q jsou nenulové polynomy, stQ ≥ stP + 1, a Q nemá
žádný reálný kǒren. Necht’ α je nenulové reálné č́ıslo.

1 Jestliže α > 0, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
eiαz,

kde
S+ = {z ∈ C : Q(z) = 0, Im z > 0} .

2 Jestliže α < 0, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = −2πi

∑
w∈S−

resw
P (z)

Q(z)
eiαz,

kde
S− = {z ∈ C : Q(z) = 0, Im z < 0} .

Upozorněńı

Pozor na rozd́ıly v závislosti na znaménku parametru α.
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Jsme-li v situaci jako na minulém slidu a polynomy P a Q
maj́ı reálné koeficienty, potom

Re

(∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx

)
=

∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
cos(αx) dx

a

Im

(∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx

)
=

∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
sin(αx) dx.

Př́ıklad∫ +∞

−∞

eix

x2 − 4x+ 5
dx = πe−1+2i =

π cos 2

e
+

π sin 2

e
i,∫ +∞

−∞

sinx

x2 − 4x+ 5
dx =

π sin 2

e
,∫ +∞

−∞

cosx

x2 − 4x+ 5
dx =

π cos 2

e
.
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