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Motivace

. v 2mint 7 o v
e Fourierova fada > 2 __cpe” T nadm umoZiluje rozloZzit

T > 0 periodickou funkci (signdl) do harmonickych kmiti
s frekvencemi 7.

o Cim v&t¥i je velikost |c,|, tim v&tsi je role frekvence .

@ Pro obecné (neperiodické) funkce (signély) bychom si pouze
s kmity o frekvenci 7 nevystacili, misto toho potfebujeme

zkoumat v&echny frekvence.

e Fourierova transformace nam (mj.) umoZiiuje analyzovat
neperiodické funkce (signély), obsahuje informace o vech
frekvencich.

@ Metody Fourierovy transformace nam také umoziiuji efektivng
fesit Yadu diferencidlnich rovnic.

@ Jde o velmi dileZity nastroj s riiznorodym vyuZitim.

o kompresni algoritmy, analyza DNA sekvenci, aplikace Shazam
(rozpoznavéni hudby), snimky noZni oblohy (radiové
interferometrie), analyza zemé&tfeseni (stavba odolnych budov),
zobrazovaci metody v medicing (MRI atp.), ...
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Definice, zna&eni, dvodni poznamky

Necht f: R — C. Fourierova transformace funkce f je funkce
f: R — C definovana predpisem

flw) = /_ - ft)e ™t dt, weR,

konverguje-li tento integral pro kazdé w € R.
Inverzni Fourierova transformace funkce f je funkce f: R — C
definovand predpisem

flw) = % /_00 ft)e™tdt, w € R,

konverguje-li tento integral pro kazdé w € R.

@ Integraly chdpeme ve smyslu %auchyovy hlavni hodnoty,
tj. [*° g(t)dt =limp_ioo [T g(t) dt.
@ Rizné zdroje, riizné definice.
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o Alternativné budeme také znatit f(w) = .Z [f(t)] (w)
a fw) = [f(B)] (w).

o Z linearity integralu plyne f/+\g(w) = f(w) + g(w)
a &}"(w) = af(w) pro a € C, existuje-li pravé strana.

Véta (Existence a spojitost Fourierovy transformace)

Je-li funkce f: R — C absolutné integrovatelna na R, tj.

/oo |f(t)] dt < o0,

—0o0

potom f: R — C existuje a je to spojitd funkce na R.

@ MnoZinu vSech absolutné integrovatelnych funkci na R
budeme znatit L!(R).

e Jeli f € LY(R), potom plati lim, 40 |f(w)| =0
(tzv. Riemannovo—Lebesgueovo lemma).
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piked |
Necht
RS t € [—a,al,
f(t)‘{o, teR\ [-a,a],

kde a > 0. Potom

sin(aw)
f(W)_ {2 w0 WGR\{O},

2a, w = 0.
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Zakladni pravidla

(Tvzent
@ Ff() (W) =2mF " [f()] (~w).
@ Proac R: Z [f(t - o)) (w) = e F [f(1)] ().
© Proa e R: F [/ (1)] (w) = Z [£(t)] (w — ).
O Proac R\ {0}: F [f(at)] () = ;. F [F(B)] (%).

a
Ve za predpokladu, Ze existuje Fourierova transformace na pravé
strané.

v,

Dikaz: Viz prednaska. |
6it T 3i(w—1) |w—1]
7 P — ——e¢ 2 e 2z
] @

Z prikladu na 5. slidu vime, Ze & [IHQ] (w) = me™ 1.
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Fourierova transformace a derivace

Véta (Obraz derivace a derivace obrazu)
Q Jestize nc Na f, f,..., f™ € LY(R) jsou spojité, pak
Z [F®)] @) = ) # 1£0)] ).
Q Jestlize f(t) a tf(t) lezi v LY(R), pak

F[tf (O] (w) =i

Dikaz: Viz prednaska. |
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Véta o inverzi

Véta (Véta o inverzi)

Necht f € L'(R) a také fe L'(R). Je-li f spojitd vt € R, potom

e Pro f,g € L'(R) spojité funkce je Fourierova transformace
.bezeztratovd”, tj. plati pro né: pokud f = g, potom f = g.

° 2

14 w?’

F [e_‘ﬂ (w) =
@ Diferencidlni rovnice
y'(t) —y(t) = 27

ma feseni

y(t) = —(1 +|tDe 1, t e R.

Fourierova transformace 8 /12




Konvoluce

Konvoluce funkci f: R —- Ca g: R — C je funkce fxg: R — C
definovana pro t € R predpisem

/ F(P)glt - 7)dr

konverguje-li tento integral pro kazdé ¢t € R.

o Existuje-li konvoluce f * g, pak f*xg=g* f.
e Jsou-li f,g € L'(R), pak také f x g € L'(R).

Véta (O obrazu konvoluce)

Jestlize f,g € L'(R), potom

Z (£ *9)(1)] (@) = f(w)i(w).
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)1, te-1,1]
f@%—{a e Tl

0, t € (—00,—2] U
(fxf)t)=<t+2, t e (=2,0]
2—t, te(0,2].
. 40 4 4 4o
AN R <

2

4sin w

Z1(f+ O] @) = f)fw) = { e,

(2, 00),
1 éﬁ»
R T —
111
2=4: »
1 {
— T t
A 4+

w0,

w = 0.
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Souvislost s Fourierovou ¥adou

Necht f: [a,a+T] — C, kde a € R, T > 0, je absolutng&
integrovatelnd. Necht fr znadi jeji rozsifeni nulou, tj.

), pokud ¢ € [a,a + T7,
fr(0) = {0, pokud ¢ ¢ [a,a + T1.

Potom pro komplexni Fourierovy koeficienty funkce f plati

%9 [fr(2)] (%Tn> :

Cp =

_i2;nt

dt.

P¥ipomefime si, Ze ¢, = 7 faa+T f(te

Fourierova transformace 11 /12



Komplexni Fourierovy koeficienty funkce f: [—2,2] — C
definované jako

1, tel-1,1
f(t) = {0’ te[-2,2]\[-1,1],

jsou

. 4751117(”:7")’ pron € Z \ {0},
=
2, pro n = 0.

Jeji komplexni Fourierova ¥ada tedy je

o . ™
3 Sin(’y') iz
2+ 476 27,

Vzpomeiime si na 1. p¥iklad z 5. slidu.
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