Priklady pro MA2

Derivace a diferencial.

0
1. Naleznéte parcialni derivace —f a —— pro nasledujici funkce:
or  Jy
(a) f=sin Z cos y,
Yy x
/22 {2 _
(b) f=In M7
2 +y?+
(c) f=(1+sin?z)"v.

Vysledky:
of 1 x y oy . T .y
(a) == = —cos — cos = + — sin —sin =,
oxr vy Y x x>y =z
of x x y 1 =z

= —— C0s — COs — — — sin — sin —.
dy y? Y r Y x
(b) of 2 of 2
gx /22 + yz’ Ay yy/12+ 12
(c) 8_f =Iny (1 + sin? )¢~ sin 2,
x
of 9 iy 1 .
— = (1+sin“2)"™Y —In(1 +sin” x).
5 = (Lt sin® )™~ In(1 4 sin’z)
af o
2. Naleznéte parcialni derivace —f, —f a —— pro nasledujici funkce:
ox’ dy 0z

(a) f= Y + arctg il + arctg E,
z x z

(b) f=2z",
X z

©F=(;)"
Vysledky:
()g_o of 1 of _w
Y or "oy 2 0z 2%

af oy af Ty af _ zy—1
(b) i yln z, 50 xlnz, 5, = W

O -2 L5 - )



3. Naleznéte diferencidly funkce v zadaném bodé.

2 2

oy
(@) f = T3ra A= (L)
(b) f = arctg ﬁ A=(1,-1),

€T z

(€ f=(m+) A=010),

(d) f=In(zy +x2+--+m,), A=(1,2,...,n).
Vysledky:
(a) df [h, ha] = hy — ha,
(b) df[h1, ho] = %hl + %hz,
(C) df[hla h27 h3] - 2h1 + hg In 4,
(

d) df[hy, ..., ha] = m(h1+-~-+hn).

4. Naleznéte tecné (nad)roviny k funkcim v zadaném bodé.

(a) z=wxsin(z +vy), A=(-1,1,7),

(b) z=1+2%3 A=(-1,1,7),

(c) z=yax¥, A=(2,1,7),

(d) u=e" v A= (1,-1,-2,7).

(e) 22 +3zyz+1=0, A= (0,1,7),
)
)
)
)

Q

(f) e —ayz—2=0, A(1,0,7),

(g) sin(zyz) =x+2y+3z, A= (2,-1,7),
(h) zcosy +ycosz+ zcosx =1, A= (0,1,0),
(i) x4+y+z=ev, A=(0,0,1).

Vysledky:

a)r+y+z2=0,

b) 2z — 3y + 2+ 3 =0,

c)x +y(2+21n2)—z—(2+21n2):0,
d) e*(—2z +y+2) + u+4e* =0,

e) —x+2+1=0,

f) yln2 —2z+2In2 =0,



(8) z+2y+52 =0,
(h) zcosl+y+2—-1=0,
i)x+y+z=1.

. Naleznéte thel pod kterym se protinaji grafy danych funkei v zadaném
bodé.

(a) z = \/xQ_y27Z:x3+y3_3xyaA:(1707?)
(b) zx+2y> —2=0, z = 22* + 3, A= (1,0,2).
(c) 30?2 4+2y*+22 =9, 2 +y*+22—8x—6y—82+24 =0, A = (1,1,2)

Vysledky:
4
a) cosa = ———, tj. a = 5H0°
(a) 5 j
(b) cosa = —, tj. a = 41°

. Zjistéte hodnotu parametru s, aby se plochy x? + y? + (z — s)? = 18 a
z = 2 + y? protinaly pod thlem 3.

Vysledek: s = —2.

. Naleznéte tecnou rovinu k plose S, kterd je rovnobézna se zadanou
rovinou g.

(a) plocha S: 2% + 4y? — 2*> = 4 a rovina g: 2z + 2y + 2z = 0,
(b) plocha S: 22 —y? — 22 =1 arovina o: v +y — z = 0.
Vysledky:
(a) 2x +2y+2£4=0.
(b) Zadna takova tecné rovina neexistuje.

. Naleznéte teéné primky ke krivkam zadanym jako pranik dvou ploch
v predepsaném bodé.

(a) plochy zyz =1, 22 +2y* + 322 =6 a bod A = (1,1, 1).
(b) plochy 22 +¢y? =4, 2> +y> — 2 =0a bod A = (v/2,v/2,4)



Vysledky:
(a) (1,-2,1)t+ A, t e R.
(b) (=1,1,0)t+ A, t e R.
9. Naleznéte tecnou rovinu k plose S : a2 + 2y* + 32% = 6, kterd je

(a) rovnobézné s rovinou x — 2y + 3z = 0.
(b) kolma na roviny 2z —y+z=0a2x —y — 5z =0.
(¢) kolméa na rovinu 2v2 —yv/3+ 2v/2 = 0 a kolmé na tecnou rovinu

1
k plose S v bodé A =—(3,0,—1).
p \/5( )

Vysledky:
(a) 2 —2y+324+6=0,
(b) x + 2y +3v2=0.

(c) Teénd rovina k S v bodé A ma rovnici x — z — 2¢/2 = 0 a hledan4
teénd rovina je x 4+ 2y\/2/3+ 2z —4 = 0.
10. Ukazte, ze vSechny te¢né roviny k plose zadané z — zsin? = 0 se

x
protinaji v jednom bodé.

Vysledek: Prochazeji pocatkem.
Extrémy funkci.

Lokalni extrémy, struc¢ny postup a ilustrace.
Mame vysetfit lokalni extrémy funkce f = 2® + 3xy* — 392 — 36y — 6.
1. Zjistime stacionarni body, tj. body, kde plati

o, o,
ox dy
V naSem piipadé to jsou rovnice 2% + y? = 13 a 2y = 6. Jejich feSenim jsou
Ctyfi stacionarni body (3, £2) a (£2,+3).
2. Abychom zjistili, zda se v nich nabyva néjaky extrém funkce f, sesta-
vime tzv. Hessovu matici (nebo krétce hessian):

off  of*
_ | 022  Oxzd0y
H=1 "9 ap

dydr  Oy?



Pro zadanou funkci f je to matice

([ 6z 6y Ty
H_(Gy 61:) (y :1:)

Hlavni subdeterminanty matice H jsou Dy = x a Dy = x
extrému posoudime podle nasledujiciho kritéria:
e Jsou-li vSsechny hlavni subdeterminanty v daném bodé > 0, ma f v tomto
bodé minimum.
e Stridaji-li hlavni subdeterminanty v daném bodé znaménko s tim, Ze prvni
subdeterminant D; < 0, ma f v tomto bodé maximum.
e Je-li detH # 0 v daném bodé a neplati-li ani jedno z vyse uvedenych
pravidel, je v prislusny bod sedlovy.

V nasem prikladé plati v bodé (3,2), ze D; > 0 a Dy > 0, jde tedy o
lokdlni minimum. V bodé (=3, —2) je D; < 0 a Dy > 0, jde tedy o lokalni
maximum. Zbylé body jsou sedlové.

2 4% Existenci

1. Vysetiete lokalni extrémy nasledujicich funkei.
(a) f=a2*+ 2y +y? — 120 — 3y,
(b) f=3z%y+y>— 12z — 15y + 3,

Tty
(€ f ="

-1y,

f=a+axy? — 62y =0,
f = e (2 4 g,

) 1 =z

Q) f=-+>+2L4u,
z oy T

, x? 222

(J)f—y‘f'@‘f';‘f‘z-

Vysledky:

(a) f ma jediny stacionarni bod: (7, —2) - minimum.
(b) f ma dva stacionarni body: (1, 2) - minimum, (—1, —2) - maximum.



) f ma jediny stacionarni bod: (—1,—1) - maximum.
d) f ma jediny stacionarni bod: (—2,0) - minimum.

(e) f ma 9 staciondrnich bodu: (0,0) - maximum, (£1/2,+1) a
(F1/2,41) jsou minima, zbylé body (£1/2,0) a (0,£1) jsou sedlové.
(f) f mé4 4 stacionarni body: (v/3,3) - minimum, (—+/3,3) - maximum,
body (0,0) a (0,6) jsou sedlové,

(g) f mé 5 staciondrnich bodu: (0,0) - minimum, (£1,0) - maximum,
(0, £1) - sedlové body.

(h) f mé 3 stacionarni body: (—v/2,v2) a (v/2, —v/2) - minima, (0,0)
nelze urcit pomoci kritérii, ale po pfimce y = z je v bodé (0,0) mini-
mum a po primce y = 0 je v bodé (0,0) lokdlni maximum, tj. v (0,0)
neni extrém.

(i) f mé 2 staciondrni body: (1,1,1) - minimum, (—1,1,—1) - maxi-
mum,

(j) f mé 2 staciondrni body: (1,3, 1) - minimum, (-1, —3, —1) - maxi-
mum.

Vazané extrémy, stru¢ny postup a ilustrace.
VySetiime extrémy funkce f = x?y na M = {(z,y) € R? | 2® + y? = 1},

Mnozina M je zadand vazebnou podminkou g(z,y) = 0, kde g = 22 +y* — 1.
Sestavime tzv. Lagrangeovu funkci L = f 4+ Ag, v nasem prikladé

L=2%y+ \Na* +y* —1).
Vypocteme stacionarni body funkce L, tj. fesime nasledujici rovnice

oL oL oL
a0 =0 a—y_o, oy =0

Konkrétné, 2xy + 2 \y = O x? + 2)\3/ =0, 22+ 19> — 1 = 0. ReSenim je

sest bodu (0, £1), (£+4/2/ 1/\/_ (£+/2/ —1/\/_ Protoze mnozina M

je uzavfena a omezena, funkce f na ni nabyvd minima i maxima. Sta¢i jen
dosadit vypoctené body do funkce f a zjistit, kde ma nejmensi a nejvétsi
hodnotu. Zavér: Maximum je v bodech (£4/2/3,1/4/3) a minimum v bodech
(+£+/2/3, —1//3).

2. Vysetrete extrémy funkce f na zadané mnozinée M.

(a) f=y?—2* M= {(x,y) € R? | 22 + 4y? = 4},



(b) f=a?+y* M= {(z,y) eR? |zy =1},

() £ =€, M = {(z,y) €R|a? + 3y = 3},

(d) f=a2+1% M={(z,y,2) € R® |2t +y* =1},

(¢) f = costa +cos?y, M = {(z.y) €R |z —y = i},

() f=2—2y+22 M={(z,y,2) R’ [ 2" + ¢’ + 2" = 9},
(g) f=ayz, M ={(2,y,2) € R® | 22 + ¢* + 22 = 3},
Vysledky:

(a) (0,£1) - maximum, (£2,0) - minimum,

(b) v bodech (1,1) a (=1, —1) je minimum, maximum neexistuje, nebot
funkce f je shora neomezena na M.

(¢) v bodech (£v/2,1/1/3) jsou maxima a v bodech (£v/2, —1/+/3) jsou
minima.

(d) v bodech (0, £1) a (£1,0) je minimum a v bodech (+1/v/2, +1/v/2)
a (£1/v/2,F1/v/2) je maximum.

(e) body extrému jsou (3mk+ 2w, 37k — £7), pro k sudé to jsou maxima
a pro k liché minima,

(f) (—=1,2,—-2) - minimum, (1, —2,2) - maximum,

(g) extrémy jsou v bodech (t1,ts,t3), kde t; € {—1,1}; maxima jsou
tam, kde ma bod sudy pocet zdpornych souradnic a minima v bodech
s lichym poctem zapornych souradnic.

3. Naleznéte nejvétsi objem kvadru vime-li, ze

a
b

) velikost jeho povrchu je S.

)
(c) délka télesové uhlopricky je d.
)

)

(
(b) velikost souctu délek vsech jeho stran je a.
(d) velikost povrchu bez horni stény je Sy.

(e) spodni sténa lezi v roviné zy a je vepsany do vnitiku paraboloidu
42 + 2 +2=1.

(f) kvadr @ je typu @ = (0,a) x (0,b) x (0,¢) a vrchol (a,b,c) lezi v
roviné 2z +y + 3z = 3.
Vysledek:

Délky hran kvadru oznac¢ime z,y, 2.



(a) Lagrangeova funkce je L = zyz + A(2zxy + 2yz + 2yx — 5). Nejvétsi
objem je pro x =y = z = /S5/6.

(b) Lagrangeova funkce je L = zyz + M4z + 4y + 4z — a). Nejvétsi
objem jeprox =y =z = %a.

(c) Lagrangeova funkce je L = zyz + \(x? + 3> + 2% — d?). Nejvots
objem je pro x =y = z = \/d/3.

(d) Lagrangeova funkce je L = xyz+ A(xy+2yz +2xz). Nejvétsi objem

jeprox =y =/50/3 a vysku z = %\/50/3.
)

2 2
(e) Lagrangeova funkce je L = :Uyz—i—)\(él(g) + (5) +z—1). Nejveétsi
objem je pro x = 1/2, y = 1 a vysku z = 1/2.

(f) Lagrangeova funkce je L = abc+ A(2a + b+ 3¢ — 3). Nejvétsi objem
jeproa=1/2,b=1,c=1/3.

. (Jen pro zdjemce.) Mé&jme kvadr @ typu @ = (0,a) x (0,b) x (0,c) da-
ného objemu Vj. Na kvadr sviti svétlo, jehoz paprsky maji smér vektoru
v = (1,1, —1). Naleznéte rozméry a,b, ¢, aby neosvétlena ¢ast roviny
xy méla co nejmensi obsah.

Vysledek:

Obecné je obsah neosvétlené ¢asti S = ab 4 (ac + be)/v/2. Lagrange-
ova funkce je tak L = S + A(abc — V). Minimalni hodnota velikosti

neosvétlené ¢asti je pii a = b = E(2VO)1/3, c = (2Vp)'/3 a je rovna

3(2V5)?/3. Funkce S je na mnoziné abc = V; shora neomezen.

. Méjme kuzel z = h — /2?2 + 42, z > 0, kde h je jeho vyska. Vepiste do
néj

(a) valec s podstavou v roviné xy maximélniho objemu.

(b) kvadr s podstavou v roviné xy maximélniho objemu.

Vysledky:

(a) Polomér podstavy oznacime r a vysku valce v. Lagrangeova funkce
je L =mr*v+ Av +r — h). Nejvétsi objem je pfir = %h av= éh.
(b) Délky hran kvadru si oznac¢ime a,b, c. Lagrangeova funkce je tak

22
L = abc + M3V a? 4+ b 4+ ¢ — h) Nejvétsi objem je pro a = b = %_ h
a vyska ¢ = %h.



6. Naleznéte maximum a minimum funkce f(x,y, z) = 2y + z na mnoziné
M={(z,y,2) eER3 |z +y+2z=1, 22 +y*>=4}.
Vysledek:
Lagrangeova funkce je L = 2y +z+ M\ (z+y+2—1) + Aao(2? +y* — 4).

Pti vice vazebnych podminkéch jsou stacionarni body funkce L fesenim
soustavy

oL _, 9L_, 9L_, 9L _, OL _

— = — = — = — =0, —=0.
ox Oy "0z 0N 0N

V nasem pifpadé jsou staciondrni body (v/2, —v/2,1) a (=v/2,v/2,1).
Dosazenim do f zjistime, Ze v prvnim je minimum a ve druhém maxi-
mum.

7. Rovina z 4 y + 22 = 2 protina paraboloid z = 2? + y? v n&jaké kiivce
C. Naleznéte na kiivce C' bod nejblize a nejdale od pocatku.

Vysledek:

Lagrangeova funkce je L = 22 +y?+2%+ A\ (2+y+22—2)+ Ao (221> —2)
a jeji staciondrni body jsou (3,3,3) a (—1,—1,2). Prvn{ je nejblizsi a

1252
druhy je nejvzdalenéjsi.
8. Jakou vzdélenost mé pifmka y = 2x od kiivky 2% — y? = 37
Vysledek:

Minimalizujeme vzdalenost dvou bodu (z1,y1) a (x2,ys2), kde prvni
lezi na primce a druhy na ktivce, tj. hleddme minimum funkce ¢tyr
proménnych f(z1,y1, 79, ¥2) = (x1 — 22)? + (31 — y2)?. Lagrangeova
funkce je tak

L(xy,y1, T2, y2) = (21— 22)* + (y1 — y2)* + M1 (y1 — 221) + Ao (23 — 5 — 3).

Jeji staciondrni body jsou (x1,y1,xs,y2) = j:(%, %,2,1) a vzdalenost
pifmky od kivky je /(4 — 2)2 + (§ - 1)2 = 3/V5.
2 2

9. (Jen pro opravdové zdjemce.) Méjme elipsu — +55 = 1, kterd obsahuje

ve svém vnitiku kruznici o rovnici (x — s)?+y* = s%. Pro které hodnoty
a,b bude tato elipsa ohrani¢ovat nejmensi plochu?



Vysledek:
Bod (xo, Yo), kde se kruznice a elipsa dotykaji splnuje

3/0
b2 b2
(Druhé dvé podminky vyjadiuji, Ze normaly k elipse i ke kruznici jsou
rovnobézné.) Jsou to Ctyti rovnice pro t¥i proménné xg, yo, a. Aby mély
fesen{ je nutné splnéni podminky s?a® = b?(a*—b?). Lagrangeova funkce
je tak L = mab+\(s2a® —b*(a® —1b?)). Hledané hodnoty jsou a = 3s/+/2,
b= s\/ﬁ a obsah %7?82\/3.

Dvojny integral.

x
+ =1, (mg—s)* +yg = s, a_:&(xO_Q)’ = aYo-

1. Vypoctéte nasledujici integraly tak, ze napiSete obé poradi integrace a
jedno z nich dopoctete.

o [[ 4 D=ty erie=o <ysa)

D
b) //:prQ, D={(z,y) eR|y* <z <1}

D
)/ min{z,y}, D =(0,a)% a > 0;

D

T

O [[ F5s D={a) R |we /), atgr <y <o)

// x4+ 2y, D je omezenad piimkami y = x, y = 2z, x = 2 a

/ |sine —y|, D =(0,7) x(0,1).

Vysledky:

1 x? 1 Yy 1
a)/ / fdydx:/ / fdxdy = —;
0 3 0 \/@ ].5
1 ez 1 ,l 4
b)/ / fdydx:/ / fdzdy = —;
0 -z —1Jy2 27
a prx a ra a ry a ra a3
c)//ydydx—i—//a:dydx://a:dxdy—i—//ydq;dy:_;
0 Jo 0 Jz 0 Jo 0Jy 3



/4w L phi(y) 2
0 0 0 Y 32
3 p2zx 3 ry 4 3 6 3 -
(e) // fdydx://fda:dy—l—//fd:vdy—f—/ fdady = —;
2w 272 3J2 a4 Jy2 3
™ sinx - 1
(£) / / (sinz —y) dyde + / / (sinz — y) dyda
q 0 0 sinx

1 parcsiny e
= / / (y —sinx)dzdy + / / (y — sinx)dxdy +
01 0 . 0 Jm—arcsiny
+// (sinz —y) dedy = 7 — 2.
0 Ja

resin x

2. Napiste nésledujici integraly v opacném poradi integrace.

1 Ve
(a) /0 f dydzx;

x/2

3 3—y
(b) /0 ; f dxdy;

(c) /2/af dydz, kde a = 5(—1+ /1 +4x);
o Jo

(d) /Oﬁ/z /ym £ dady + /_Om / jﬁ f dady;

(e) / / f dydx;
- J -1

o [ [ s
w/2 Jcosz
1 pl+V/1-22

(8) / /2 f dydzx;
_1 T

Vysledky:
2 2y
(a) / f dxdy;

0 y?
3 3—x
(b) / f dydzx;
0 0



1 pyty?
C)/ / f dxdy;
V2/2
/ / f dydx—i—/ / f dydzx;
V2/2 J —/1—22
arccos y
/ / f dxdy;
arccosy
m—arcsiny
/ / fda:dy+/ / f dxdy;
—1 Jarccosy
v V1-(y-1)2
g)/ / fda:dy—l—/ / f dxdy.
0o J-m 1 Jy/1-(y-1)2

3. Nacrtnéte obrazek mnoziny D a pomoci polarnich souradnic vypoctéte

Sl f
a) //Dmy, D = {(x,y) € R* | 2% + ¢y* < 9};

b) // arctg 2, D={(z,y) R*|1<a’+ 4> <4, 0<y<a);
D xr

o [

D={(z,y) eR*|3<2?*+¢y* <9, z+y >0, y >0}

@ [l

D={(z,y) eR* |2 +y* <4, 2 +y* -2y >0, x>0, y > 0};



Vysledky:

A
N
P

2
WJ

(b)

a=V7sY
NSAN"

3
0? cos psin p dodyp = 0;

2
dodo —
/ pododyp = 4

(a)

N\

3m/4 3
/ ocos g dodp = =\/2;
V3 2

w/ 2
d) / / 0? cos pdodyp = 2.
0 2sin @

. Napiste nasledujici integraly v polarnich soutradnicich v poradi inte-
grace dodp.

S el
a) // f dydzx;
o Jo
2 T
b) / / f dydz;
o Jo

N



1 ry
© [ [ rasdy
0 J—y
a pvVbor—z2 b pVor—z2
(d)// fdyd:v+// fdydz, 0 <a<b.
0 JVazr—z? a JO

Vysledky:

w/2  pr

(a) / / fo, dody;
0 0
w/4  p2/cosp

(b) / / fododg;
0 0
3r/4  pl/sing

(C)/ / fodody;
w/4 0

w/2  prbcosp
(d) / / fodode.
0 acos ¢

Vviev

(a) D ={(x,y) € R? | y*> <z < 2—y}, hustota f = 1;
() D ={(s,5) € R? | V+ /j < v}, hustota f = 1
(¢) D={(x,y) € R? | 2® + y? < 2az}, hustota f = /a2 + 2.

Vysledky:

() t = (8/5,~1/2);
(b) t = (a/5,a/5);
(c) t = (6a/5,0).

. Kruhovy bazén méa polomér 3 m. Ve sméru severo-jiznim je jeho hloubka
konstantni a ve sméru vychodo-zapadnim linearné roste z hodnoty
0.5m na vychodnim konci k hodnoté 2.5 m na zapadnim konci. Zjistéte
jaky objem vody bazén pojme.

Vysledek:
V= [[p(5+3)=%rm’ kde D = {(z,y) | 2* +y* < 9}.

2 2
%‘*"Z—QSL y20} volné

. Horni polovinu elipsy E = {(aj, y) € R?

zavésime v bodé (a,0). Zjistéte, jaky thel bude svirat spojnice bodu



(—a,0) a (a,0) se svislym smérem.

Vysledek:

K vypoctu uzijeme tzv. eliptické soutradnice, coz je modifikace polarnich
soutadnic: & = (apcosp, bosin ), Ag = abp. Tézisteé je t = (0, %) a
tihel tga = 22

3ma”

8. V disku o poloméru R vyfizneme kruhovy otvor s polomérem a/2,
a < R tak, ze se kraj otvoru dotyka stredu disku. Jaky je moment
setrvacnosti tohoto disku vzhledem k jeho stredu, je-li plosna hustota
rovna vzdalenosti od stfedu?

Vysledek:

Stied disku umistime do pocatku a stied otvoru do bodu a/2 na ose z.

Hustota je f = \/x? + y? a moment setrvac¢nosti I = // (w2+y2)3/2 =
D
27R° 164>
7; - 7—?, kde D = {(z,y) € R? | 2* + y* < R?, 2* + y* > ax}.

Trojny integral.

1. Vypoctéte nasledujici trojné integraly, s moznym vyuzitim cylindric-
kych nebo sférickych soutradnic.

(a) ///z, P={(z,y,2) eR® |22 +2y+2<2, z,y,2 > 0};
P
(b) ///z, P={(z,y,2) e R? | 42? + 4y* < z < 4};
P
© [[[v P={@noe® lary<t yrz<t oz 20
(d) ///133:2+y2~|—22, P={(z,y,2) € R? | 22 +y*+2* < r? 2z > 0};

(©) /// 2, P={(@,9,2) R |22 442 <1, 2+ 42 + 22 < 4}.
P

Vysledky:

1 11—z 2—2x—2y 1
(a) / / / z dzdydx = =;
0o Jo 0 6
4 167

2 1
(b) V cylindrickych soufadnicich je / / / 20 dzdodp = =
o Jo Ja

Q2



1 -z 1-y 1
(c / / / y dzdydr = —;
) 0o Jo 0 12

w/2 27 pr 9
e sférickych souradnicich je 0" sin @ dodpdf = _Wr5;
d) Ve sférickych d h 4 sin 6 dodpdd E
o Jo Jo

Via-e® T

21 1
(e) V cylindrickych souradnicich je 2 / / / zo dzdodp = 5
o Jo Jo

. Vypoctéte hmotnost télesa leziciho mezi dvéma sférami 2 +y?+2% = r?
a 22 +y%+2% = 472, je-li hustota nepfimo imérnd vzdalenosti od stfedu
sfér s koeficientem k.

Vysledek:
s 2r 2
Ve stérickych souradnicich / / / £ 0 sin 6 dododf = 6mrr.
o Ja Jo O

. Teéleso lezici v 1. oktantu je omezeno nasledujicimi plochami x +vy = a,
T +y—z+ a=0. Zjistéte hodnotu a > 0, aby objem byl roven 20/3.

Vysledek:

a a—x zt+y+a 5@3
/ / / 1 dzdydx = 5 Hledana hodnota je a = 2.
o Jo 0

. Trojbokou pyramidu P = {(z,y,2) € R} |z +y+2 <1, z,y,2 >0} s
hustotou f = z rozdéluje rovina x = a na dvé ¢asti se stejnymi hmot-
nostmi. Urcete hodnotu a.

Vysledek:

a 11—z l—xz—y 1 1 1—a l—x—y
Musi platit / / / z dzdydr = 5/ / / z dzdydz. Od-
o Jo 0 o Jo 0

tuda=1—1/v2.

. (Jen pro zadjemce). Zjistéte objem mnoziny, kterd vznikla prinikem tii
na sebe kolmych vélct Vi = {(x,y,2) € R® | 22 +4y? < a*}, Vo =
{(x,y,2) e R® | 22 + 22 < a?}, Va = {(z,y,2) € R? | y? + 2% < a?}.
Vysledek:

Oznacime-li D c¢tvrtkruh s polomérem a lezici v 1. kvadrantu, pak

objem je V' = 8//D min{va? — 22, /a? — y2} = 8—\;;(\/5— 1).




Krivkovy integral.
1. Vypoctéte nasledujici krivkové integraly.

(a) | 4+ y+ z ds, kde C je helix (= Sroubovice) s parametrizaci

c
o(t) = (acost,asint,bt), t € (0,27), a,b > 0;
(b) / /1492y ds, kde C je graf y = 23, 2 € (0,1);
c

(c) ry — 2% ds, kde C jsou dvé navazujici tsecky, prvni z bodu

c
(0,0,1) do bodu (0,2,0) a druhé z bodu (0, 2,0) do bodu (1,1, 1);

(d) /(x —y)? ds, kde C je horni ¢ast kruznice 2 + 32 = 2z, y > 0.
c

Vysledky.
27
(a) / (acost +asint + bt)Va® + b2 dt = i7°bva? + b?;
0

1

(b) Parametrizace je p(z) = (z,2%) a / (14 92*) do = 14/5;
0

(c) Parametrizace prvni tsecky je ¢i(t) = (0,2t,1 —t), t € (0,1) a
druhé tsecky ¢o(t) = (¢,2 — t,t), t € (0,1). Pak
1

1
/—(1 —1)*V5 dt+/ (t2—1t) —t*)V3dt = 1(V3 — V5);
0 0
(d) Parametrizace je ¢(t) = (1 + cost,sint), t € (0,7) a
/ (1+cost — sint)?dt = 27 — 4.
0

2. Drét ve tvaru Sroubovice ¢(t) = (2cost,2sint, t?), t € (0,27) ma hus-
tot f = +/z. Jakd je jeho hmotnost?

Vysledek:
2 9
/ VTH P dt = (VT + 4 1)
0

3. Zakladna plotu je kruh s polomérem 5m, x? + y? = 25, a vyska plotu
2 — 12

250

v bodé (z,y) je h(z,y) =2+ . Pokud jeden litr barvy vystaci



na obarveni 10 m?, kolik litril je tfeba k obarveni plotu z obou stran?
Vysledek:
cos?t —sin?t

10 )5 dt = 20m, a tedy staci 27 ~

2
Plocha plotu je / (2 +
0
6.3 barvy.
4. Drat ve tvaru spirdly C' na plasti kuzele ma parametrizaci = t cost,

y = tsint, z = t, t € (0,4x), a hustotu f(z,y,z) = 1/v/2+ 22. Na-
leznéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z.

Vysledek:
Parametrizace je p(t) = (tcost,tsint,t) a ||¢'(t)| = V2 + t2. Pak

am 1 64
I= [ (2% + 4> ds:/ t2 V2412 dt = —7n°.
/C( v 0 V2 + 12 3

5. Mé&jme tisecku C z bodu (0, 0) do bodu (0,1). Pro které pole F(z,y) je
integréal pres C' nulovy?

(a) F(z,y) = (0,2);
(b) F(z,y) = (z,0);
(c) F(z,y) = (0,y);
(d) F(z,y) = (y,0).

Vysledek: Parametrizace je ¢(t) = (0,t), t € (0,1) a ¢'(t) = (0,1).
Skalarni soucin F'(¢(t)) - ¢'(t) = 0 v pripadech (a), (b) a (d). Jediny
nenulovy integral je v ptipadé (¢) a jeho hodnota je 1/2.

6. Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly / F ds:
(©)

a) F x,y) = (23, 2y) a (C) je ¢ast krunice 2% + > = 4, z,y > 0,
Y Y J Y ()
kladné orientovana;

(b) F(z,y) = (2zy,2%) a (C) je graf funkce y = 2? vedouci z bodu
(0,0) do bodu (1,1);

—

(c) F(z,y,z) = (z+y,y—=2, 2%) a oblouk (C') ma parametrizaci ¢(t) =
(t%, 8%, %), t € (0,1);



—

(d) F(z,y,2) = (z + z,2,—y) a (C) je obvod trojihelnika s vrcholy
A= (1,0,0), B=(0,1,0) a C = (0,0,1) orientovany A — B —

C— A
Vysledky:
(a) Parametrizace je ¢(t) = (2cost,2sint), t € (0,7/2) a
/W/2(—16 cos®t + 8cos?t)sint dt = —g;
0

1
(b) Parametrizace je o(t) = (¢,t%), t € (0,1) a / Sttdt =1,
0

17

1
(©) / (565 — 4 4 26%) dt = 1.
; 15

(d) Strana AB mé parametrizaci ¢;(t) = (1 — t,t,0), strana BC' ma
wa(t) = (0,1 —t,t) a strana C'A ma parametrizaci ¢3(t) = (¢,0,1 —t),
1

1 1 1
t € (0,1). Dostaneme / Odt—l—/ (—1+1) dt+/ 1dt = 3
0 0 0

<_y7 :IZ')

x2 4 y?

7. Jakou praci vykond pole F(z,y) = podél kladné orientované

kruznice:

(a) 2%+ = a*

(b) 22 4+ y* — 4z + 3 =0.
Vysledek:

(a) Parametrizace je ¢(t) = (acost,asint), t € (0,27) a

2w
/ sin?t + cos® t dt = 2, (vysledek nezavisi na poloméru a);
0

(b) Parametrizace je ¢(t) = (2 + cost,sint), t € (0,27) a

27
142 t
/ 22008t b Tento integral je tieba fesit substituci z = tg (¢/2).
o O+4cost

Tim dostaneme integral 2/0 ~5 3 9 + 3 2 )

>d:1::0.

Plosny integral.

1. Vypoctéte nasledujici plosné integraly.



a) // x? dS, kde M je st roviny 22 + 2y + z = 4 v 1. oktantu;
M

)// (x +y+2)dS, kde M je ¢ast sféry a2 +y? + 22 =1, 2 > 0;
M

c) // (22 +y* +2%)dS, kde M je plast kuzele z = /a2 + 12, z < 1;
M

d) // 22dS, kde M = {(z,y,2) € R® | 22 +9?+22 =4, 0 < 2 < 1};
M

(e) // (z + 2%y) dS, kde M je Cast valce 22 +y*> = 1,0 < 2 < 3,

M
lezici v 1. oktantu;

f) // (22 +y*)z dS, kde M je Cast kuzele z = /22 + 42, z € (a, b).
M

Vysledky:

) M je graf funkce z = 4 — 2z — 2y, nemusime hledat parametrizaci;

2—x
/ / 322 dydr = 4;

) M je graf funkce z = y/1 — 22 — y?, nemusime tak hledat parame-

1 — 22 —
trizaci; // YT vy =, kde K je kruh 22 +¢? < 1.
K V1= a2 — 2

Pokud ptesto chceme M parametrizovat, pouzijeme sférické souradnice:

O(p, ) = (sind cos p, sin ¥ sin p, cos ). Pak

I

‘ = gsind a do-

w/2 27
staneme / / sin ¥ cos p + sin ¥ sin ¢ + cos 19) sind dpdy = 7.

// (222 4 20°)V2 = 7V2, kde K je kruh 22 +¢® < 1;
(d) M je graf funkce z = /4 — 22 — y?, nemusime hledat parametri-
2
zaci;// 4—x2—y2:§ kde K = {(z,y) € R? | 3 < 22+y? < 4};
K
(e) Pro parametrizaci plochy M uZijeme cylindrické souradnice:

D(p, 2) = (cosp,sin g, 2), (9, 2) € (0,7/2)x(0,3). pakH@_@xé’_@

=1
0z
/2 3
a / / (cos ¢ + 2%sin @) dzdp = 12.
0 0




(f) Pro parametrizaci plochy M uzijeme cylindrické soutradnice:
©,0) = (0cosp, psin 90, 0), (cp, 0) € (0,2m) x (a,b). Pak dostaneme

Hacb aq>H_\/_Qa/ /fg dgdgo_%g/‘( B o),

Vvev

. Urdete t&7i8t8 mnoziny M = {(x,y,2) € R® | 22 +y*+22 =12, 2 > 0},
je-li hustota f = 1.

Vysledek:
M je graf funkce z = y/r? — x2 — y2, nemusime hledat parametrizaci.

Tézisté je (0,0,t,), kde t, = // 2 dS = // =—a K je
2712

kruh 2% 4+ y? < r2.

. Vypoététe nasledujici integraly vektorového pole / / FdS.
(M)

(a) M je kruh 2* 4+ y*> < 4, 2 = 0 orientovany normdlou s kladnou
z-tovou slozkou a F(z,y, z) = (0,0, 2% + y?).
(b) M je ¢4st paraboloidu z = 2 + y?, 2 < 2 s orientaci v kladném
sméru osy z a F(z,y,z) = (y, —z, 2% + y?).
(c) M je cast sféry a2 + y* + 22 = r? lezici v 1. oktantu s orientaci
smérem od pocatku a F(z,y,2) = (z,—z,y).
Vysledky:
(a) M je graf funkce z = 0 nad kruhem D = {(x,y) € R? | 22 +y* < 4}.
Norméla je (0,0, 1) a tak // z® +y* = 8.
D

(b) Uzijeme cylindrickych soutadnic ®(p, o) = (g cos p, gsin ¢, o). Pak
2
g—i X g—i = (—20%cos p, —2¢* sin , p) a mame / / 0 dodyp = 2.
o Jo

(c) Sférické soutadnice ®(p, ) = (rsind cos p, rsin v sin ¢, r cos ) da-

vaji 3 8—4’ X g—i = r2(sin? ¥ cos ¢, sin? ¥ sin ¢, sin 9 cos J). Pak dostaneme

71'/2
/ / 3 sin® ¥ cos? o diddp = L
0 0

. Funkce T'(x,y,2) = 2% + y* + 2? uddva rozloZeni teploty v prostoru.
Tepelny tok je vektorové pole F' = —grad T. Zjistéte tepelny tok sférou



M : 2? +y*® + 2? = a? orientovanou vnéjsi normdlou.
Vysledek:
Tok F je F = —2(z,y,2) a

// FdS = —2// (x,y,z)MdS:éhraS.
(M) M ||($,y72)||

Integralni véty.
1. Pomoci Gaussovy véty vypoctéte tok pole F orientovanou plochou (M):
(a) F = (0,0,12%) a plocha M je stéra a? + y* + 2> = r? orientovand
vnéjsi normalou;
(b) F = (x,y% y+z) a plocha M je hranice t&lesa omezeného plochami
22 +1y? =4, z =z a z = 8 a orientovana vnéjsi normalou;
(¢) F = (zy® + cos z,ze~%,x2z) a plocha M je hranice paraboloidu
22 + y? < 2 < h orientovand vnéjsi normalou.
Vysledky:

(a) Pouzijeme sférické souradnice:

R s r 21 . ) . 47'(' 5
div F' = o0 cos“Osind dpdodf = —r?;
o Jo Jo 15

(b) Pouzijeme cylindrické souradnice:

2w 2 8
///divﬁ:/ / / (24 2psinyp)o dzdodp = 64;
0 0 pcos

(¢) Pouzijeme cylindrické souradnice:

2 Vh h 3
///divF:/ / / o’ dzdgdgpzﬂ.
0 0 92 6

2. Pomoci Greenovy véty spoctéte integraly vektorového pole F podél
orientované krivky (C):
(a) F = (y2,2%) a C je hranice ¢tverce (0,1)2 kladné orientovana.
(b) F = (z+y,22—y) a C je hranice oblasti omezené k¥ivkami y = 22,
y =+/z, x € (0,1), kladné orientovana.
(¢) F = (xzy2,22%y) a C je trojihelnik s vrcholy (0,0), (2,2) a (2,4),
kladné orientovany.



(d) Vhodnou volbou pole F zjistéte obsah mnoziny ohrani¢ené kiiv-
kou s parametrizaci ¢(t) = (acost,bsint), t € (0,27) kladné
orientovanou.

(¢) Vhodnou volbou pole F zjistéte obsah mnoziny ohrani¢ené kladné
orientovanou kiivkou sklddajici se z oblouku ¢(t) = (t — t2,¢t),
€ (0,1) a osy y.

Vysledky:

141
a)/ / 2¢ — 2y dedy =0
0o Jo
! 1
b 2 — 1 dydx = ——
)// S i)
// 2zy dydr = 12;

(d) Volime napi. F = 1(—y,z) (nebo F = (0,2) neho F = (—y,0)).

Pak obsah je /

2m
Fds= / tab(cos® t + sin®t) dt = mab.
(@) 0

(d) Nejvyhodnéjsi volba je F = (—y,0). Kiivka se skldda z oblouku C'
s parametrizaci ¢ a z tsecky na ose y od bodu (0,e) do bodu (0, 1).
/ Fds=— / 1 e'(1 — 2t)dt = 3 — e. Integrél pies tisecku je nulovy,
nt(ei)oﬁ F je kohr?é na tusecku. Tim obsah =3 —e.

. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte tok pole rot F' zadanou plochou M:

(a) F = (2%2%,9y%2%, 2yz) a plocha je ¢ast paraboloidu z = 2% + y?
lezici uvnitt valce 22 + y? = r? orientovand norméalou smé&fujict

dolu.

(b) F = (y,y —x,22) a M je Cast sféry 2 + 42 + (2 — 4)2 = 25 lezici
nad rovinou xy a orientované vnéjsi normalou.

Vysledky:
(a) Parametrizace kiivky (C') je ¢(t) = (—rcost,rsint,r?) a
2T
/ Fds = / r*(cos® tsint + sin® ¢t cost)dt = 0.
(©) 0



(b) Parametrizace kiivky (C) je ¢(t) = (3cost,3sint,0) a
2m
/ Fds= 9/ (—sin®t +sint cost — cos®t)dt = —18m.
(@) 0

4. Pomoci Stokesovy veéty vypoctéte integral pole F podél orientované
kiivky (C):

(a) F = (2z + x,y — z,x + y) a C je obvod trojuhelnika s vrcholy
,0,0), (0,1,0) a (0,0,1) orientovany podle uvedeného poradi
( ¥
vrcholt.
(b) F = (—y,x,22%) a C je kruznice 22 + 2 = a2 v roviné z = 2.
2 2
(¢) F = (z,y,zy) a kiivka C' je kraj plochy paraboloidu z = xz + %

lezici uvnitf valce 22 +1y? < 4 a orientovaného normélou s kladnou
z-tovou soutadnici.

Vysledky:

- 3
(a) rot F' = (2,1,0) a/ Fds = // (2,1,0)-(1,1,1) = Y kde D je
©) D

trojuhelnik D = {(z,y) e R* |z +y < 1, z,y > 0}.

(b) K pouziti Stokesovy véty je tfeba si jesté zvolit plochu M, jejiz kraj
je dand kruznice: M = {(z,y,z) € R? | 22 +y* < a?, z = 2} s orientaci
1= (0,0, 1). Protoze rot FF = (0,0, 2), mame

Fds= // rot F - 1 dS = 2wa’.
(©) M

2 2
C ocha s danym krajem je graf funkce z = T + L nad
(c¢) Plocha M s danym krajem C' je graf funk 1

9
kruhem D = {(z,y) € R? | 22 + y* < 4}. Normdlovy vektor ke grafu je

im=(-r/2,-2y/9,1) a rot F = (z,—vy,0). Pak
10

/(c) Fs= //D(x’ =4,0) - (=2/2,-2y/9,1) = —-5.

Potencialni pole.

1. Zjistéte, ktera z néasledujicich poli jsou potencialni a v kladném pripadé
naleznéte jejich potencial.

(a) F = (2zy® + 2, 2y2% + 3y?);



(b) F=(a* —y,x —9%);

(c) F= s );
($2+y +2)2 (2% +y? +2)?

(x,—2y,32);
( ) F = (22,y2, 2y);
F= (1 4+ yz cosxy, xzcosxy, —2z + sinxy).
Vysledky:
(a) f =2’ + 22+’ + C;
(b) Neni potencialni.

1
(c) f= m+c;

(d) f =222 —y* + 322+ C;
(e) Neni potencialni.
(f) f = zsinzy + 2 — 2%+ C.

2. Pro které hodnoty a,b je pole F = (—zy + x,ax? + by) potencidlni?
Naleznéte jeho potencial.
Vysledek:
Podminka je 2ax = —z, tj, a = —%. Hodnota b je libovolna. Potencial
f=322(1—y)+ 3by° + C.

3. Naleznéte funkei g(z) tak, aby pole F = (¥ + ysinz, g(z) 4+ ze¥) bylo
potencidlni. Urcete jeho potencial.
Vysledek:

g(x) = —cosz a potencidl je f = xe¥ —ycosz + C.
Mocninné rady.

1. Naleznéte stied a polomér konvergence nasledujicich mocninnych rad.

[e.e]
a) Z n!z"™;
n=0



(b) 32 62w+ 3)

n=0

() Y 4Y"(2r —3)";
n=0
(d) D nl(@+2)"
n=0
Vysledky:

(a) 2o =0, R=0; (b) 2o = =3, R = /6; (c) 20 = 3/2, R = 1/2;
(d) 550:—2, R=1.



