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Regularni plocha

Definice (funkce tfidy C* na uzavfené mnoZing&)

At D C R™ uzavér neprazdné oteviené mnoZiny. Rekneme, e funkce
®: D — R™ je tridy C, jestlize existuje funkce ¥ : QO — R™, kde
Q) C R" je n&jaka otevfend mnoZina obsahujici D, t¥idy C! tak, Ze
W [p= ®. Pro kazdé p € 9D a pro kazdé i € {1,...,m} v takovém
pfipadé definujeme

0P 0w

oz, P) = 5, ().

o Lze ukazat, Ze definice 2 a v hrani¢nich bodech mnoZiny D nezavisi
na konkrétni volbé funkce \Il
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Regularni plocha

Definice (reguldrni plocha)

Necht D C R? je sjednocenim Jordanovy k¥ivky a jejiho vnittku. MnoZina
S C R3 se nazyva regularni plocha, jestlize existuje spojita vektorova
funkce ® : D — R? splitujici

@ (D) =S

Q & je tridy C';

@ @ je prosta na int (D);

© pro kaZdé p € int (D) ma Jacobiho matice J&(p) hodnost 2.

Zobrazeni ® se nazyva parametrizace regularni plochy S.

Pro kazdé (u,v) € int (D) zavadime nésledujici terminologii:
° %‘5 (u,v), %‘f (u,v) ... tetné vektory k S v bod& ®(u,v).

° %‘5 (u,v) x %‘1’ (u,v) ... normélovy vektor k S v bod& ®(u,v).
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Regularni plocha

Priklad
@ At f:D — R, kde D C R? je sjednoceni Jordanovy k¥ivky a jejiho
vnitrku, je t¥idy Cl. Pak
° (u,v) € D (f(u,v),u,v),
° (u,v) € D (u, f(u,v),v),
o (u,v) € D (u,v, f(u,v)).

jsou parametrizace reguldrnich ploch.

Tedy naptiklad S = {(z,y,2% + y?) € R3 |22 + y* < 1} je reguldrni
plocha.

Q@ S={(z,y,2) eR¥|2? + 2% =1,y € 0,5]} je reguldrni plocha.
Jedna z jejich parametrizaci je

®(u,v) = (cosu,v,sinu), (u,v) € [0,27] x [0,5].

Q@ S ={x cR?®||z| =1} je reguldri plocha. Jedna z jejich
parametrizaci je

®(u,v) = (cosusinv,sinusinv, cosv), (u,v) € [0,27] x [0, 7].
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Plosny integral redlné funkce ptes regularni plochu

Definice
Necht S je regularni plocha s parametrizaci ® : D — R? a f je spojita

redlnd funkce definovana na S. Potom plosny integral funkce f pres
regularni plochu S definujeme pfedpisem

[ [ @) |Gt < G

Obsah regularni plochy S je &islo

dAe(u,v).

obsah(95) ::/1.

S

o Lze ukazat, Ze definice redlné funkce ptes regularni plochu S nezavisi

na zvolené parametrizaci plochy S.
e Misto [, f piSeme také [ f(x)do.
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Plosny integral redlné funkce ptes regularni plochu

Priklad

Je ddna plocha S = {(m,y, 2 + y2) € R3 ‘ 2?24+ 9% < 1}. Potom

obsah(S) = /Sl =/27.

Priklad

Necht S je horni polosféra se stredem v pogatku a polom&rem 1. Potom

4
2 2 _
/Sx—i—y—?).
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Plocha

At S je reguldrni plocha.
o Rekneme, %e p € S je bod okraje regularni plochy S, jestlize nenf
~obklopen ze v8ech stran” body z S.
@ MnoZina v8ech bodl okraje regularni plochy S se nazyva okraj
reguldrni plochy S a znati se O(S).
o Jestlize ® : D — R3 je parametrizace S, pak O(S) C ®(dD).

P¥iklad
0 S={(z,y,2) eR*|2? +y* =1,z €[0,2]}, pak
O(8) = {(z,5,0) [2* + 4> =1} U {(w,9,0) [ 2* +y* = 2}.
@ S={(z,y,2) e R3|2?+y? + 22 =1}, pak O(S) = 0.
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Plocha

Definice (plocha)

MnoZina S se nazve plocha, jestliZe existuje kone&na posloupnost (S;)™,
reguldrnich ploch takovych, Ze

0 S=UL, S

Q jestlize i # j, pak S; NS; = O(S;) N O(S;) je bud prazdnd mnoZina,
nebo oblouk;

© jestlize i,j,k € {1,...,m} jsou t¥i navzdjem rGzné indexy, pak

S; N S; NSy, je kone¢nd mnoZina.
Posloupnost (S;)™, se nazyva rozklad plochy S. Okraj plochy S je uzavér
mnoZiny vdech bodii & € S, pro které existuje index i tak, ze € O(S;) a
x ¢ O(S;) kdykoli j # i. Rekneme, Ze plocha S je uzavfend, jestlize
O(S) = 0.

Pt¥iklad

Hranice krychle [0, 1]? je uzav¥ena plocha.

v
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Plosny integral redlné funkce

Definice (plosny integrél redlné funkce)

At S je plocha, (S;)™, je rozklad plochy S na reguldrni plochy a f je
redlnd funkce spojitd na S. Potom plo3ny integrdl funkce f p¥es plochu S

definujeme ptedpisem
f=> [

obsah(95) ::/1.

S

Obsah plochy S je &islo

o Lze ukazat, Ze integral nezdvisi na volbé rozkladu plochy S.

o Alternativni znateni plodného integralu: [ f(x) do.
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Plosny integral redlné funkce

P¥iklad
M&jme plochu S zadanou rozkladem (.S, S2), kde

@ 51 je horni polosféra se stfedem v po¢atku a polomé&rem 1;

@ S5 je kruh v roviné z = 0 se stfedem v po¢atku a polomé&rem 1.

Potom

117
/$2+y2 =—.
s 6
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Orientovana reguldrni plocha

@ ldea orientace: pomoci spojitého vektorového pole jednotkovych
normdalovych vektor(i vybereme jednu stranu plochy.

Definice (orientovand regularni plocha)

At S je reguldrni plocha. Spojité vektorové pole IN : S — R? se nazve
jednotkové normalové pole reguldrni plochy S, jestlize pro kazdé

x € S\ O(S) je N(x) jednotkovy normélovy vektor k S v bod& x. Kazdé
jednotkové normalové pole IN regularni plochy .S se nazyva orientace
regularni plochy S a dvojice (S, IN) se nazyva orientovand reguldrni

plocha.

o N&které reguldrni plochy nelze orientovat (tj. neexistuje pro né
jednotkové normalové pole). P¥ikladem takové plochy je Mdbiova
paska.

@ Nemdze-li dojit k nedorozuméni, pak orientovanou regularni plochu
(S, N') zna&ime jen symbolem S.
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Orientovana reguldrni plocha

P¥iklad
Q@ Necht R>0a

S:{(:U,y,z)€R3‘x2—|—y2+z2:R2}.

Potom
x

=—01H x€eSs,
[eal

je jednotkové normalové pole sféry S.
@ Je dana regularni plocha S parametrizaci ®(u,v) = (u,v,1 — u —v),
(u,v) € D = {(u,v) € R?|u+v < 1,u>0,v>0}. Potom

N(x)=(1,1,1), xeS,

je jednotkové normalové pole regularni plochy S.
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Orientovana plocha

@ Pokud mame plochu slepenou z vice regularnich ploch, pak musi byt

N

jednoduché plochy orientovény , konzistentné".

e At (S, N) je orientovand regularni plocha a (C, ) je orientovana
k¥ivka, kde C' C O(S). Rekneme, %e orientace 7 je souhlasnd s IV,
jestlize p¥i pohybu po k¥ivce C' ve sméru orientace 7 s hlavou ve
smé&ru IN mame plochu S po levé ruce.

Definice (orientovana plocha)
Rekneme, ze (S, N) je orientovana plocha, jestlize plati:
O S je plocha s rozkladem (S;)%_;;

@ N = (N,)¥_,, kde N; je jednotkové normalové pole reguldrni plochy
S; pro kazdé i € {1,...k};

@ kdykoli i # j, C'= O(S;) N O(S;) je oblouk, T; je orientace C'
souhlasnd s IN; a T, je orientace C souhlasnd s N, pak 7; = —7;.

v
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Plosny integral vektorového pole

Definice (plosny integrél vektorového pole)

Je-li (S, N') orientovand plocha, N = (N;)¥_, a F spojité vektorové pole
na S, potom plosny integral vektorového pole F' ptes orientovanou plochu
(S, N) definujeme p¥edpisem

e Misto f(SN)F piseme také f(SN) F(x)- do. Nemﬁie—li dojit k
nedorozuméni, pak pieme jen [¢ F' nebo [, F(x) - do.

° f(S,N) F interpretujeme jako tok vektorového poIe F orientovanou
plochou (S, N).
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Plosny integral vektorového pole

Jestlize (S, V) je orientovana reguldrni plocha a @ : D — R3 je
parametrizace S spliiujici

e (u,v) x G2 (u,v)
1% (uv) x G5 (u,0)

pro skoro v3echna (u,v) € D, potom

N (®(u,v)) =

0P OP
/(SN)F = /DF(@(u, v)) [(% (u,v) x o (u,v)| dra(u,v)

Priklad

At S ={(z,y,2) € R®|2? +y* + 22 = 1,2 > 0} je plocha orientovand
jednotkovym normalovym polem, které ma v bod& (0,0, 1) tfeti
komponentu kladnou. Jestlize F'(z,y, z) = (y, —z, z), pak

[F=7
s 3
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Plosny integral vektorového pole

o At (S,N), kde N = (IN;)k_,, je orientovana plocha takova, e S
hranici oblasti Q C R®. Rekneme, %e (S, IN) je orientovand vn&jsim
normalovym polem, jestlize pro kazdé i € {1,...,k} a kazdé
x € 5;\ O(S;) je Ni(x) vektor smé&tujici ven z (.

P¥iklad

At F(z,y,2) = (22,0,1) a S je hranice mnoZiny
{(:r:,y,z) e R3 ‘ 22+’ <1,z¢€ [0,2]} orientovand vngj$im normalovym

polem. Potom
/F = 2.
s
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Gaussova véta

@ Divergence vektorového pole F' je funkce

OF, OF, <=~ OF,

@ Misto V - F' se Casto pise divF.

Vé&ta (Gaussova véta)

Necht 2 C R3 je omezena oblast, jejiZ hranice je uzavena plocha S

orientovand vné&j&im normalovym polem. Jestlize F : Q — R3 je vektorové
pole t¥idy C', potom

/SF:/QV-F(w)d)\g(w).

Dikaz: Vynechavame. |
o Protoze A\3(S) =0, je také [( F = [V - F(x)d\3(x).
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Gaussova véta

Priklad
At F(x,y,2) = (2:E — eV F Yy + 22, w23 + Siny) a S je hranice mnoZiny
M = [0, 1] orientovand vn&j&im normdlovym polem. Potom

/F:3.
S

e At p € R, F je vektorové pole tfidy C' na n&jakém U(p) a B(p;r)
je koule se stfedem v bod& p a polomé&rem r. Jestlize S(p;r) je
hranice koule B(p;r) orientovand vn&jsim normalovym polem, potom

. fS(p'r) F
VeEp) = i )
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Stokesova véta

@ Pt¥ipomenime, Ze rotace vektorového pole F' je vektorové pole

o p_ (O _OF OF _0F 0F, OF
\dy 0z’ 0z Ox’ dxr Oy

@ Misto V x F' se &asto pise rotF.

Véta (Stokesova véta)

At Q C R3? je oblast, S C Q je plocha s okrajem C, kde C' je kFivka, a
F : Q — R3 je vektorové pole t¥idy C'. Jestlize k¥ivka C' a plocha S jsou
souhlasné orientované, potom

/F—/VXF
c S

Duikaz: Vynechavame. n

v
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Stokesova véta

Priklad

At C je okraj ¢tverce s vrcholy (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) a (0,1,0), ktery
je orientovan proti smé&ru hodinovych rui¢ek p¥i pohledu shora. Jestlize
F(z,y,z) = (e +y,eY — z,sin z), potom

[F=-2
C
Pt¥iklad

Még&jme polosféru S = {(az,y, z) €R3 } 22yt 422 =42> 0}
orientovanou jednotkovym normalovym polem s t¥eti komponentou
nezdpornou. Jestlize F(x,y, z) = (x,x + yz, arctg(zyz)), potom

/VXF:47T.
S
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Stokesova véta

@ Jsou dany bod p € R3 a rovina o prochézejici bodem p. At n je
normdlovy vektor roviny ¢ a K(p;r) je kruh se stfedem p a
polomérem r > (0 orientovany jednotkovym normalovym polem
N (x) = n. Polozme C(p;r) = 0K (p;r). Jestlize C(p;r) je
orientovand souhlasné s K (p;r), potom

. fC(p'T) F
n-(VxF)= lim —— (K(p;r))
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