
Komplexńı analýza
Ṕısemná část zkoušky (DD.MM.RRRR)

Jméno a př́ıjmeńı: ............................................. Podpis: ..............................
Identifikačńı č́ıslo: 123456789

Body

vstupńı test početńı část Σ
Úloha 1 2 3 4 Σ1 1 2 3 4 Σ2

Body

Před zahájeńım práce

� Vyplňte čitelně rubriku
”
Jméno a př́ıjmeńı“ a podepǐste se. To samé proved’te na listu se vstupńım testem.

� Během ṕısemné zkoušky smı́te mı́t na lavici pouze zadáńı ṕısemky, psaćı potřeby, pr̊ukaz totožnosti a
paṕıry, na které zkoušku vypracováváte. Každý paṕır, který budete odevzdávat, čitelně podepǐste.

� Nepǐste obyčejnou tužkou ani červeně, jinak ṕısemka nebude přijata.

� Prvńı se ṕı̌se vstupńı test, který bude po 10 minutách vybrán.

Soupis vybraných vzorc̊u

Součtové vzorce

� sin(z ± w) = sin z cosw ± sinw cos z pro každé
z, w ∈ C.

� cos(z ± w) = cos z cosw ∓ sin z sinw pro každé
z, w ∈ C.

Rozvoje

� sin z =
∑∞

n=0(−1)n z2n+1

(2n+1)!
, z ∈ C.

� cos z =
∑∞

n=0(−1)n z2n

(2n)!
, z ∈ C.

� ln z =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n
(z − 1)n pro |z − 1| < 1.

Fourierova transformace

� Pro a > 0 je F
[
e−at2

]
(ω) =

√
π
a
e−

ω2

4a .

� Pro a ∈ R : F [f(t− a)] (ω) = e−iωaF [f(t)] (ω).

� Pro a ∈ R je F [eiatf(t)] (ω) = F [f(t)] (ω − a).

� Pro 0 ̸= a ∈ R : F [f(at)] (ω) = 1
|a|F [f(t)]

(
ω
a

)
.

Laplaceova transformace

� Pro n ∈ N0 je L [tn] (s) = n!
sn+1 . Speciálně

L [1] (s) = 1
s
.

� Pro a ∈ C je L [eat] (s) = 1
s−a

.

� Pro ω ∈ C je L [sin(ωt)] (s) = ω
s2+ω2 a

L [cos(ωt)] (s) = s
s2+ω2 .

� Pro a > 0 kladné reálné plat́ı
L [f(t)1(t− a)] (s) = e−asL [f(t+ a)] (s).

� Pro a ∈ C je L [eatf(t)] (s) = L [f(t)] (s− a).

� Pro a > 0: L [f(at)] (s) = 1
a
L [f(t)]

(
s
a

)
.

Z -transformace

� Pro α ∈ C je Z [αn] (z) = z
z−α

. Speciálně
Z [1] (z) = z

z−1
.

� Pro α ∈ C je Z [sin(αn)] (z) = z sinα
z2−2z cosα+1

a

Z [cos(αn)] (z) = z2−z cosα
z2−2z cosα+1

.

� Z [n] (z) = z
(z−1)2

.

� Pro 0 ̸= α ∈ C : Z [αnan] (z) = Z [an]
(
z
α

)
.



Početńı část (varianta A)

� Veškeré své odpovědi zd̊uvodněte.

� Pokud k úloze odevzdáte v́ıce r̊uzných řešeńı, hodnot́ı se to nejhorš́ı z nich.

Úloha 1 ([10 bod̊u]). Vypočtěte integrál∫
C

zez +
3 |z|
z

− z dz

kde C je kladně orientovaná kružnice o rovnici |z| = 2.

Úloha 2 ([10 bod̊u]). Je dána funkce

f(z) =
z − 1

z(z − 2)2
.

(a) Nalezněte Laurent̊uv rozvoj funkce f(z) na prstencovém okoĺı bodu 2. Dále určete
mezikruž́ı konvergence této řady.

(b) Klasifikujte všechny izolované singularity funkce g(z) = 1
(z−2)50

f(z) a nalezněte res2 g(z).

Úloha 3 ([10 bod̊u]). Pomoćı Fourierovy transformace nalezněte řešeńı rovnice

y(t) +

∫ ∞

−∞
e−|τ |1(τ)y(t− τ) dτ = e−2|t|.

(Nápověda: F
[
e−|t|1(t)

]
(ω) = 1

1+iω
a F

[
e−|t|] (ω) = 2

1+ω2 .)

Úloha 4 ([10 bod̊u]). Je dána posloupnost (an)
∞
n=0, kde

an =
n− 3n

n!
.

(a) Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (an)
∞
n=0.

(b) Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (an+2)
∞
n=0.



Jméno a př́ıjmeńı: ............................................. Podpis: ..............................
Identifikačńı č́ıslo: 123456789

Vstupńı test (varianta A)

� Na vstupńı test je časový limit 10 minut. Poté bude vybrán.

� Odpovědi na otázky zapǐste do př́ıslušné kolonky. Pokud bude kolonka
prázdná nebo obsahovat nejednoznačnou odpověd’, bude př́ıslušná otázka hodno-
cena 0 body.

� Odpovědi na vstupńı otázky je třeba podložit výpočty či obrázkem.

Vstupńı otázka 1 ([2 body]). Určete reálnou a imaginárńı část komplexńıho č́ısla

−1 + 2i

2− i
.

Reálná část:

Imaginárńı část:

Vstupńı otázka 2 ([3 body]). Určete velikost komplexńıho č́ısla

1

e−1+5i
.

Velikost:

Vstupńı otázka 3 ([2 body]). Určete koeficient u (z − 8)8 v

∞∑
n=−50

2−n(z − 8)n+10.

Koeficient:

Vstupńı otázka 4 ([3 body]). Klasifikujte typ izolované singularity funkce

f(z) =
∞∑

n=−2

2−n(z − 9)n+10, z ∈ P (9),

v bodě z = 9. Jedná se o odstranitelnou singularitu, pól, nebo podstatnou singularitu? V
př́ıpadě pólu určete také jeho řád.

Typ:



Početńı část (varianta B)

� Veškeré své odpovědi zd̊uvodněte.

� Pokud k úloze odevzdáte v́ıce r̊uzných řešeńı, hodnot́ı se to nejhorš́ı z nich.

Úloha 1 ([10 bod̊u]). Je dána funkce

f(z) =
1− cos z

z3
− sin z

z4
.

(a) Určete hlavńı část Laurentovy řady funkce f(z) na prstencovém okoĺı bodu 0.

(b) Klasifikujte všechny izolované singularity funkce g(z) = f(z) + 1
1+eiz

.

(c) Vypočtěte res0 g(z), kde g(z) je funkce z bodu (b).

Úloha 2 ([10 bod̊u]). Vypočtěte ∫
C

z + 3

(z + 6) sin(πz)
dz,

kde C je kladně orientovaná kružnice o rovnici
∣∣z − 1

2

∣∣ = 1.

Úloha 3 ([10 bod̊u]). Je dána funkce

f(t) = 1(t+ 1)− 1(t− 2).

(a) Nalezněte Fourierovu transformaci funkce f(t).

(b) Z definice konvoluce vypočtěte (f ∗ f)(t).

(c) Nalezněte komplexńı Fourierovy koeficienty zúžeńı funkce f(t) na interval [−2, 2].

Úloha 4 ([10 bod̊u]). Je dána funkce

F (z) =
4

z2 + 2z − 3
.

(a) Rozložte funkci F (z) do Laurentovy řady na okoĺı bodu ∞.

(b) Využit́ım výsledku z bodu (a) určete inverzńı Z-transformaci funkce F (z).
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Vstupńı test (varianta B)

� Na vstupńı test je časový limit 10 minut. Poté bude vybrán.

� Odpovědi na otázky zapǐste do př́ıslušné kolonky. Pokud bude kolonka
prázdná nebo obsahovat nejednoznačnou odpověd’, bude př́ıslušná otázka hodno-
cena 0 body.

� Odpovědi na vstupńı otázky je třeba podložit výpočty či obrázkem.

Vstupńı otázka 1 ([2 body]). Určete, v jakém kvadrantu se nacháźı komplexńı č́ıslo

e98−
6
9
πi.

Kvadrant:

x

12

y

3 4

Vstupńı otázka 2 ([3 body]). Vyjádřete funkci

f(z) = sin(−5iz), z ∈ C,

pomoćı exponenciálńı funkce.

f(z) =

Vstupńı otázka 3 ([2 body]). Určete střed mocninné řady (v komplexńı proměnné z)

∞∑
n=1

2−n(−2z + 8)n+10.

Střed:

Vstupńı otázka 4 ([3 body]). Určete reziduum funkce

f(z) =
∞∑

n=−50

2−n(z − 7)2n+10, z ∈ P (7),

v bodě z = 7.

res7 f(z) =



Početńı část (varianta C)

� Veškeré své odpovědi zd̊uvodněte.

� Pokud k úloze odevzdáte v́ıce r̊uzných řešeńı, hodnot́ı se to nejhorš́ı z nich.

Úloha 1 ([10 bod̊u]). Je dána funkce

u(x, y) = ey sin(αx) + 3xy + x,

kde α ∈ R je parametr.

(a) Určete všechny hodnoty parametru α tak, aby u(x, y) byla harmonická na R2.

(b) Pro všechny kladné hodnoty parametru α z bodu (a) nalezněte všechny funkce v(x, y)
tak, aby u(x, y) + iv(x, y) byla holomorfńı na C.

Úloha 2 ([10 bod̊u]). Nalezněte rozvoj funkce

f(z) =
z + 1

(z − 3)2

do mocninné řady na okoĺı bodu −1. Dále určete poloměr konvergence této řady.

Úloha 3 ([10 bod̊u]). Spojitá funkce f(t) z L1(R) má Fourierovu transformaci

f̂(ω) =
ω

ω4 + 5ω2 + 4
.

(a) Nalezněte funkci f(t).

(b) Nalezněte Fourierovu transformaci funkce g(t) = f(t+ 1) cos(2t).

Úloha 4 ([10 bod̊u]). Pomoćı Laplaceovy transformace nalezněte řešeńı rovnice

y′(t)− 3

∫ t

0

e−2τy(t− τ) dτ = −4e−3t

splňuj́ıćı y(0) = 1.



Jméno a př́ıjmeńı: ............................................. Podpis: ..............................
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Vstupńı test (varianta C)

� Na vstupńı test je časový limit 10 minut. Poté bude vybrán.

� Odpovědi na otázky zapǐste do př́ıslušné kolonky. Pokud bude kolonka
prázdná nebo obsahovat nejednoznačnou odpověd’, bude př́ıslušná otázka hodno-
cena 0 body.

� Odpovědi na vstupńı otázky je třeba podložit výpočty či obrázkem.

Vstupńı otázka 1 ([2 body]). Určete reálnou a imaginárńı část komplexńıho č́ısla

e(−1+2i)2 .

Reálná část:

Imaginárńı část:

Vstupńı otázka 2 ([3 body]). Určete velikost komplexńıho č́ısla

e−2+8ie8−9i.

Velikost:

Vstupńı otázka 3 ([2 body]). Určete koeficient u (z + 9)8 v

∞∑
n=3

4n(z + 9)3n+2.

Koeficient:

Vstupńı otázka 4 ([3 body]). Klasifikujte typ izolované singularity funkce

f(z) =
∞∑
n=8

3n(z − 8)2n−20, z ∈ P (8),

v bodě z = 8. Jedná se o odstranitelnou singularitu, pól, nebo podstatnou singularitu? V
př́ıpadě pólu určete také jeho řád.

Typ:



Početńı část (varianta D)

� Veškeré své odpovědi zd̊uvodněte.

� Pokud k úloze odevzdáte v́ıce r̊uzných řešeńı, hodnot́ı se to nejhorš́ı z nich.

Úloha 1 ([10 bod̊u]). Je dána funkce

u(x, y) = e−αx sin(2y) + βy,

kde α, β ∈ R jsou parametry.

1. Určete všechny hodnoty parametr̊u α a β, pro které je funkce u(x, y) harmonická
na R2.

2. Nalezněte kladnou hodnotu parametru α, parametr β a funkci v(x, y) tak, aby
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) byla holomorfńı na C a f(iπ) = 2.

Úloha 2 ([10 bod̊u]). Vypočtěte ∫ ∞

−∞

sinx

x2 − 6x+ 10
dx.

Úloha 3 ([10 bod̊u]). Je dána funkce

f(t) =

{
cos t, t ∈ [0, π),

0, t ≥ π.

1. Zapǐste f(t) pomoćı Heavisideovy funkce.

2. Nalezněte Laplaceovu transformaci funkce f(t).

3. Nalezněte Laplaceovu transformaci periodické funkce g(t), která má periodu T = 2π
a na intervalu [0, 2π) je dána předpisem g(t) = f(t).

Úloha 4 ([10 bod̊u]). Z-transformace posloupnosti (an)
∞
n=0 je

F (z) = ln

(
1 +

9

z2

)
.

1. Pomoćı rozvoje do Laurentovy řady nalezněte posloupnost (an)
∞
n=0.

2. Nalezněte prvńıch pět člen̊u posloupnosti (cn)
∞
n=0 = (an)

∞
n=0∗(bn)∞n=0, kde b0 = b1 = 1

a pro každé n ≥ 2 je bn = 0.

3. Nalezněte Z-transformaci posloupnosti (nan)
∞
n=0.
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Vstupńı test (varianta D)

� Na vstupńı test je časový limit 10 minut. Poté bude vybrán.

� Odpovědi na otázky zapǐste do př́ıslušné kolonky. Pokud bude kolonka
prázdná nebo obsahovat nejednoznačnou odpověd’, bude př́ıslušná otázka hodno-
cena 0 body.

� Odpovědi na vstupńı otázky je třeba podložit výpočty či obrázkem.

Vstupńı otázka 1 ([2 body]). Určete, v jakém kvadrantu se nacháźı komplexńı č́ıslo

(−5 + 4i)2 − 11.

Kvadrant:

x

12

y

3 4

Vstupńı otázka 2 ([3 body]). Vyjádřete funkci

f(z) = cos(5z + i), z ∈ C,

pomoćı exponenciálńı funkce.

f(z) =

Vstupńı otázka 3 ([2 body]). Určete střed mocninné řady (v komplexńı proměnné z)

∞∑
n=10

3n
2

(6z + 8)n+10.

Střed:

Vstupńı otázka 4 ([3 body]). Určete reziduum funkce

f(z) =
∞∑
n=2

2n(z − 2)3n−13, z ∈ P (2),

v bodě z = 2.

res2 f(z) =



Početńı část (varianta E)

� Veškeré své odpovědi zd̊uvodněte.

� Pokud k úloze odevzdáte v́ıce r̊uzných řešeńı, hodnot́ı se to nejhorš́ı z nich.

Úloha 1 ([10 bod̊u]). Vypočtěte∫ ∞

−∞

2− x

(x2 − 4x+ 5)2
dx.

Úloha 2 ([10 bod̊u]). Nalezněte součet mocninné řady

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!(2n+ 2)
z2n+2

a určete jej́ı poloměr konvergence.

Úloha 3 ([10 bod̊u]). Je dána funkce

f(t) = (t− 3)e−t2 .

1. Nalezněte Fourierovu transformaci funkce f(t).

2. Nalezněte Fourierovu transformaci funkce (f ∗ f ′)(t).

3. Nalezněte Fourierovu transformaci funkce g(t) = f(3t+ 4)eit.

Úloha 4 ([10 bod̊u]). Pomoćı Laplaceovy transformace nalezněte řešeńı rovnice

y′′(t) + y(t) = t− (t− 1)1(t− 1)

splňuj́ıćı y(0) = y′(0) = 0.
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Vstupńı test (varianta E)

� Na vstupńı test je časový limit 10 minut. Poté bude vybrán.

� Odpovědi na otázky zapǐste do př́ıslušné kolonky. Pokud bude kolonka
prázdná nebo obsahovat nejednoznačnou odpověd’, bude př́ıslušná otázka hodno-
cena 0 body.

� Odpovědi na vstupńı otázky je třeba podložit výpočty či obrázkem.

Vstupńı otázka 1 ([2 body]). Určete reálnou a imaginárńı část komplexńıho č́ısla

ln(−5i).

Reálná část:

Imaginárńı část:

Vstupńı otázka 2 ([3 body]). Určete velikost komplexńıho č́ısla

−e−2+8i

e8−9i
.

Velikost:

Vstupńı otázka 3 ([2 body]). Určete koeficient u (z − 6)−3 v

∞∑
n=−6

n2(z − 6)2n+1.

Koeficient:

Vstupńı otázka 4 ([3 body]). Klasifikujte typ izolované singularity funkce

f(z) =
∞∑

n=10

1

n!
(z + 2)−n, z ∈ P (−2),

v bodě z = −2. Jedná se o odstranitelnou singularitu, pól, nebo podstatnou singularitu?
V př́ıpadě pólu určete také jeho řád.

Typ:



Početńı část (varianta F)

� Veškeré své odpovědi zd̊uvodněte.

� Pokud k úloze odevzdáte v́ıce r̊uzných řešeńı, hodnot́ı se to nejhorš́ı z nich.

Úloha 1 ([10 bod̊u]). Je dána funkce

u(x, y) = x3y − xy3 + 6xy − 3y.

1. Ověřte, že u(x, y) je harmonická funkce na R2.

2. Nalezněte funkci v(x, y) tak, aby f(z) = u(x, y) + iv(x, y) byla holomorfńı na C a
f(1 + i) = 3 + 5i.

Úloha 2 ([10 bod̊u]). Nalezněte součet mocninné řady Je dána funkce

f(z) =
3

z12 + 4z10
.

1. Určete rozvoj funkce f(z) do Laurentovy řady na prstencovém okoĺı bodu 0.

2. Klasifikujte všechny izolované singularity funkce f(z).

3. Vypočtěte res0
[

1
z10

+ 1
z9
f(z)

]
.

Úloha 3 ([10 bod̊u]). Nalezněte inverzńı Laplaceovu transformaci funkce

F (s) =
1

s4 + 4
+

e−3s

s+ 1
.

Úloha 4 ([10 bod̊u]). Pomoćı Z -transformace nalezněte řešeńı rovnice

yn+2 − yn+1 − 6yn = n

splňuj́ıćı y0 = y1 = 0.
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Vstupńı test (varianta F)

� Na vstupńı test je časový limit 10 minut. Poté bude vybrán.

� Odpovědi na otázky zapǐste do př́ıslušné kolonky. Pokud bude kolonka
prázdná nebo obsahovat nejednoznačnou odpověd’, bude př́ıslušná otázka hodno-
cena 0 body.

� Odpovědi na vstupńı otázky je třeba podložit výpočty či obrázkem.

Vstupńı otázka 1 ([2 body]). Určete, v jakém kvadrantu se nacháźı komplexńı č́ıslo

86

(
cos

(
8

10
π

)
+ i sin

(
8

10
π

))
.

Kvadrant:

x

12

y

3 4

Vstupńı otázka 2 ([3 body]). Vyjádřete komplexńı č́ıslo

9 cos(16) + 9i sin(16)

pomoćı exponenciálńı funkce.

9 cos(16) + 9i sin(16) =

Vstupńı otázka 3 ([2 body]). Určete střed mocninné řady (v komplexńı proměnné z)

∞∑
n=1

n(−5z − 10)6n+9.

Střed:

Vstupńı otázka 4 ([3 body]). Určete reziduum funkce

f(z) =
6∑

n=−∞

(n+ 8)(z + 5)−n+1, z ∈ P (−5),

v bodě z = −5.

res−5 f(z) =



Řešeńı varianty A

Vstupńı test:

1) Usměrńıme zlomek, abychom źıskali:

−1 + 2i

2− i
=

−1 + 2i

2− i

2 + i

2 + i
=

−4 + 3i

5
= −4

5
+

3

5
i.

Tedy Re −1+2i
2−i

= −4
5
a Im −1+2i

2−i
= 3

5
.

2) Jest
1

e−1+5i
=

1

e−1−5i
= e1+5i = e(cos 5 + i sin 5).

Tedy | 1

e−1+5i
| = |e(cos 5 + i sin 5)| = e|(cos 5 + i sin 5)| = e.

3) n+ 10 = 8 právě když n = −2. Koeficient u (z − 8)8 v

∞∑
n=−50

2−n(z − 8)n+10.

je tedy 2−(−2) = 4.

4) Řada
∞∑

n=−2

2−n(z − 9)n+10

obsahuje pouze nezáporné mocniny (z − 9), nebot’ n + 10 ≥ 8 pro n ≥ −2. Jedná se
tedy o odstranitelnou singularitu.

Početńı část:

1) Z Cauchyovy věty plyne, že
∫
C
zez dz = 0. Parametrizace kladně orientované kružnice

o rovnici |z| = 2 je φ(t) = 2eit, t ∈ [0, 2π]. Z definice křivkového integrálu máme∫
C

3 |z|
z

− z dz =

∫ 2π

0

(
3

eit
− 2e−it

)
2ieit dt =

∫ 2π

0

2i dt = 4πi.

Odtud
∫
C
zez + 3|z|

z
− z dz = 4πi.

2) (a) Jednoduchou úpravou dostaneme

f(z) =
1

(z − 2)2
z − 1

z
=

1

(z − 2)2

(
1− 1

z

)
Rozvoj členu 1

z
do mocninné řady se středem 2 je

1

z
=

1

z − 2 + 2
=

1

2

1

1 + z−2
2

=
1

2

1

1−
(
− z−2

2

) =
1

2

∞∑
n=0

(−1)n

2n
(z − 2)n



pro |z − 2| < 2. Nyńı dáme dohromady výše uvedené vztahy, č́ımž obdrž́ıme
rozvoj f(z) do Laurentovy řady ve tvaru

f(z) =
1

(z − 2)2
+

∞∑
n=0

(−1)n+1

2n+1
(z − 2)n−2 pro 0 < |z − 2| < 2.

Mezikruž́ı konvergence je určeno nerovnostmi 0 < |z − 2| < 2.

(b) Funkce g(z) je pod́ılem dvou celistvých funkćı. Čitatel z − 1 má v bodech 0 a 2
kořeny násobnosti 0. Jmenovatel z(z − 2)52 má v bodě 0 kořen násobnosti 1 a v
bodě 2 kořen násobnosti 52. Proto má funkce g v bodě 0 jednoduchý pól a v bodě
2 má pól řádu 52.

Dı́ky (a) je

g(z) =
1

(z − 2)52
+

∞∑
n=0

(−1)n+1

2n+1
(z − 2)n−52

pro 0 < |z − 2| < 2. Koeficient u (z − 2)−1 v tomto rozvoji je hledané reziduum.
Proto res2 g(z) =

1
252

.

3) Integrál na levé straně rovnice je konvoluce funkćı e−|t|1(t) a y(t). Aplikaćı Fourierovy
transformace na zadanou rovnici obdrž́ıme

ŷ(ω) +
1

1 + iω
ŷ(ω) =

4

4 + ω2
.

Z tohoto vztahu si vyjádř́ıme obraz ŷ(ω) hledaného řešeńı y(t). V našem př́ıpadě máme

ŷ(ω) =
4(ω − i)

(ω − 2i)2(ω + 2i)
.

Využit́ım inverzńı Fourierovy transformace dostaneme

y(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ŷ(ω)eiωt dω.

Integrál z inverzńı Fourierovy transformace vypočteme metodou rezidúı. Označme

h(z) =
4(z − i)eizt

(z − 2i)2(z + 2i)
.

Tato funkce je holomorfńı na C \ {−2i, 2i}. V bodě −2i má pól řádu 1 a v bodě 2i má
pól řádu 2. Proto

res−2i h(z) = lim
z→−2i

4(z − i)eizt

(z − 2i)2
=

3i

4
e2t,

res2i h(z) = lim
z→2i

[
4(z − i)eizt

z + 2i

]′
= −i

3− 4t

4
e−2t.

Odtud

y(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
ŷ(ω)eiωt dω =

{
−i res−2i h(z) =

3
4
e2t pro t < 0,

i res2i h(z) =
(
3
4
− t

)
e−2t pro t ≥ 0.

Celkem tak máme

y(t) =
3

4
e−2|t| − te−2t1(t).



4) (a) Dı́ky základńım vlastnostem Z-transformace máme

Z [an] (z) = Z
[ n
n!

]
(z)− Z

[
3n

n!

]
(z)

= −z

(
Z

[
1

n!

]
(z)

)′

− Z

[
1

n!

](z
3

)
=

e
1
z

z
− e

3
z .

(b) Podle věty O obrazu posunut́ı je

Z [an+2] (z) = z2
(
Z [an] (z)− a0 −

a1
z

)
= ze

1
z − z2e

3
z + z2 + 2z.



Řešeńı varianty B

Vstupńı test:

1) Protože −π < −2
3
π < −π

2
a

e98−
6
9
πi = 98

(
cos

(
−6

9
π

)
+ i sin

(
−6

9
π

))
= 98

(
cos

(
−2

3
π

)
+ i sin

(
−2

3
π

))
,

což je goniometrický tvar komplexńıho č́ısla, lež́ı e98−
6
9
πi ve 3. kvadrantu.

2) Jest

f(z) = sin(−5iz) =
ei(−5iz) − e−i(−5iz)

2i
=

e5z − e−5z

2i
.

3) Střed mocninné řady
∞∑
n=1

2−n(−2z + 8)n+10.

je 4, nebot’
∞∑
n=1

2−n(−2z + 8)n+10 =
∞∑
n=1

2−n(−2)n+10(z − 4)n+10.

4) Faktor (z − 7)−1 se v Laurentově řadě

∞∑
n=−50

2−n(z − 7)2n+10

nevyskytuje, nebot’ 2n+ 10 = −1 právě tehdy, když n = −11
2
. Tedy res7 f(z) = 0.

Početńı část:

1) (a) Využijeme-li známé rozvoje funkćı sinus a kosinus do mocninné řady se středem
v bodě 0, dostaneme

f(z) =
1

z3

(
1−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n

)
− 1

z4

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1

=
1

z3

(
1

2
z2 − 1

4!
z4 + . . .

)
− 1

z4

(
z − 1

3!
z3 +

1

5!
z5 − . . .

)
= − 1

z3
+

(
1

2
+

1

3!

)
1

z
−
(
1

4!
+

1

5!

)
z + · · · = − 1

z3
+

2

3

1

z
− 1

20
z + . . . .

Hlavńı část Laurentovy řady funkce f na P (0) proto je

− 1

z3
+

2

3

1

z
.



(b) Protože 1
1+eiz

je holomorfńı na okoĺı 0, vid́ıme z výsledku v (a), že 0 je pól řádu 3

funkce g. Daľśı singularity funkce g(z) už mohou pocházet pouze od členu 1
1+eiz

,

nebot’ f(z) je holomorfńı na C \ {0}. Hledejme tedy, kdy 1+ eiz = 0. Z vlastnost́ı
exponenciálńı funkce v́ıme, že eiz = −1 právě tehdy, když z = (2k + 1)π pro
nějaké k ∈ Z. Protože

(1 + eiz)′|z=(2k+1)π = iei(2k+1)π = −i ̸= 0,

jsou body (2k + 1)π, k ∈ Z, jednoduché póly funkce g.

(c) Z definice rezidua a z (a) plyne, že res0 g(z) =
2
3
.

2) Integrand má izolované singularity v bodech k ∈ Z. Z těchto bod̊u lež́ı uvnitř kružnice
C jen 0 a 1 (všechny ostatńı lež́ı vně C). Z Reziduové věty proto máme∫

C

z + 3

(z + 6) sin(πz)
dz = 2πi

(
res0

z + 3

(z + 6) sin(πz)
+ res1

z + 3

(z + 6) sin(πz)

)
= 2πi

(
3

6

1

π cos 0
+

4

7

1

π cosπ

)
= − i

7
.

3) (a) Z definice Fourierovy transformace plyne, že

f̂(ω) =

∫ 2

−1

e−iωt dt =
eiω − e−2iω

iω

pro ω ̸= 0. Ze spojitosti funkce f̂ dostaneme f̂(0) = 3.

(b)

(f ∗ f)(t) =

∫ ∞

−∞
f(τ)f(t− τ) dτ =

∫ 2

−1

1(t− τ + 1)− 1(t− τ − 2) dτ

=

∫ t+1

t−2

1(u+ 1)− 1(u− 2) du

=


0 pro t ∈ (−∞,−2) ∪ (4,∞);

t+ 2 pro t ∈ [−2, 1);

4− t pro t ∈ [1, 4].

(c) Fourierovy koeficienty zúžeńı funkce f na interval [−2, 2] jsou

cn =
1

4
f̂
(πn

2

)
=

{
3
4
, pro n = 0,

1
4
ei

πn
2 −e−2i πn

2

iπn
2

= in−(−1)n

2iπn
, pro n ̸= 0.

4) (a) Rozkladem na parciálńı zlomky obdrž́ıme

F (z) =
1

z − 1
− 1

z + 3
.

Nyńı muśıme každý z parciálńıch zlomk̊u rozvinout na okoĺı nekonečna. Tedy

1

z − 1
=

1

z

1

1− 1
z

=
1

z

∞∑
n=0

1

zn
=

∞∑
n=0

1

zn+1



pro |z| > 1 a

1

z + 3
=

1

z

1

1−
(
−3

z

) =
1

z

∞∑
n=0

(−1)n3n

zn
=

∞∑
n=0

(−1)n3n

zn+1

pro |z| > 3. Rozvoj funkce F (z) do Laurentovy řady na okoĺı nekonečna tak je

F (z) =
1

z − 1
− 1

z + 3
=

∞∑
n=0

1

zn+1
−

∞∑
n=0

(−1)n3n

zn+1
=

∞∑
n=0

1 + (−1)n+13n

zn+1

=
∞∑
n=1

1 + (−1)n3n−1

zn

pro |z| > 3.

(b) Z (a) plyne, že

Z −1 [F (z)] (0) = 0,

Z −1 [F (z)] (n) = 1 + (−1)n3n−1, pro n ∈ N



Řešeńı varianty C

Vstupńı test:

1) Jest
(−1 + 2i)2 = −3− 4i,

takže
e(−1+2i)2 = e−3−4i = e−3(cos(−4) + i sin(−4)).

Tedy Re e(−1+2i)2 = e−3 cos(−4) a Im e(−1+2i)2 = e−3 sin(−4).

2) Protože
e−2+8ie8−9i = e6−i = e6(cos(−1) + i sin(−1)),

je |e−2+8ie8−9i| = e6| cos(−1) + i sin(−1)| = e6.

3) Protože 3n+ 2 = 8 právě tehdy, když n = 2, ale mocninná řada

∞∑
n=3

4n(z + 9)3n+2

je indexovaná až od n = 3, faktor (z+9)8 se v řadě nevyskytuje. Koeficient u (z+9)8

je tedy 0.

4) Řada
∞∑
n=8

3n(z − 8)2n−20

obsahuje konečně mnoho index̊u n, pro které je exponent v (z − 8)2n−20 záporný.
Nejmenš́ı takový exponent je −4, nebot’ 2n− 20|n=8 = −4. Jedná se tedy o pól řádu 4.

Početńı část:

1) (a) Př́ımočarým výpočtem zjist́ıme, že

∂2u

∂x2 = −α2ey sin(αx),

∂2u

∂y2
= ey sin(αx).

Tedy ∆u = 0 na R2 právě tehdy, když 1− α2 = 0 nebo α = 0. Funkce u je proto
harmonická na R2 právě tehdy, když α ∈ {−1, 0, 1}.

(b) At’ α = 1. Cauchyovy-Riemannovy podmı́nky jsou

∂v

∂y
= ey cosx+ 3y + 1,

∂v

∂x
= −ey sinx− 3x.



Integraćı prvńı podmı́nky dostaneme

v(x, y) = ey cosx+
3

2
y2 + y + C(x),

kde C(x) je zat́ım neurčená reálná funkce proměnné x. Dosazeńım do druhé
podmı́nky obdrž́ıme C ′(x) = −3x. Tedy C(x) = −3

2
x2 +K, kde K ∈ R. Proto

v(x, y) = ey cosx+
3

2
y2 + y − 3

2
x2 +K, kde K ∈ R.

2) Protože

1

(z − 3)2
= −

(
1

z − 3

)′

=
1

4

(
1

1− z+1
4

)′

=
∞∑
n=1

n

4n+1
(z + 1)n−1

pro |z + 1| < 4, je

f(z) = (z + 1)
1

(z − 3)2
=

∞∑
n=1

n

4n+1
(z + 1)n

pro |z + 1| < 4. Poloměr konvergence je 4.

3) (a) Hledaný funkce f(t) je inverzńı Fourierovou transformaćı funkce f̂(ω), tj.

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω)eiωt dω

K výpočtu integrálu využijeme metodu rezidúı. Položme

h(z) =
zeizt

z4 + 5z2 + 4
=

zeizt

(z2 + 4)(z2 + 1)
.

Funkce h(z) je holomorfńı na C\{−2i,−i, i, 2i} a v bodech±i,±2imá jednoduché
póly. Pro t ≥ 0 tak máme

f(t) =
1

2π
2πi [resi h(z) + res2i h(z)] =

i

6

(
e−t − e−2t

)
.

Pro t < 0 je

f(t) =
1

2π
(−2πi) [res−i h(z) + res−2i h(z)] = − i

6

(
et − e2t

)
.

Odtud

f(t) =
i

6

(
e−|t| − e−2|t|) sgn t, t ∈ R.

(b) Využit́ım základńıch vlastnost́ı Fourierovy transformace obdrž́ıme

ĝ(ω) = F

[
f(t+ 1)

e2it + e−2it

2

]
(ω)

=
1

2
F [f(t+ 1)] (ω − 2) +

1

2
F [f(t+ 1)] (ω + 2)

=
1

2
ei(ω−2)f̂(ω − 2) +

1

2
ei(ω+2)f̂(ω + 2)

=
1

2

(ω − 2)ei(ω−2)

(ω − 2)4 + 5(ω − 2)2 + 4
+

1

2

(ω + 2)ei(ω+2)

(ω + 2)4 + 5(ω + 2)2 + 4
.



4) Aplikaćı Laplaceovy transformace dostaneme

sY (s)− 1− 3

s+ 2
Y (s) = − 4

s+ 3
.

Odtud si vyjádř́ıme Laplace̊uv obraz řešeńı. Dostáváme tak

Y (s) =
s+ 2

(s+ 3)2
.

Protože Y (s) má v bodě −3 dvojnásobný pól, je

y(t) = res−3 Y (s)est = lim
s→−3

[
(s+ 2)est

]′
= lim

s→−3
est + t(s+ 2)est

= (1− t)e−3t, t ≥ 0.



Řešeńı varianty D

Vstupńı test:

1) Jest
(−5 + 4i)2 − 11 = 9− 40i− 11 = −2− 40i,

tedy Re ((−5 + 4i)2 − 11) < 0 a Im ((−5 + 4i)2 − 11) < 0. Č́ıslo (−5 + 4i)2 − 11 tedy
lež́ı ve 3. kvadrantu.

2) Z definice funkce cos máme

cos(5z + i) =
ei(5z+i) + e−i(5z+i)

2
=

e5iz−1 + e1−5iz

2
.

3) Protože
∞∑

n=10

3n
2

(6z + 8)n+10 =
∞∑

n=10

3n
2

6n+10

(
z −

(
−8

6

))n+10

,

střed této mocninné řady je −8
6
= −4

3
.

4) Jest 3n− 13 = −1 právě tehdy, když n = 4. Koeficient u (z − 2)−1 v Laurentově řadě

∞∑
n=2

2n(z − 2)3n−13

je tedy 2n|n=4= 16, takže res2 f(z) = 16.

Početńı část:

1) (a) Př́ımočarým výpočtem zjist́ıme, že

∂2u

∂x2 = α2e−αx sin(2y),

∂2u

∂y2
= −4e−αx sin(2y).

Tedy ∆u = 0 na R2 právě tehdy, když α2−4 = 0 a β ∈ R. Proto u je harmonická
na R2 právě tehdy, když α ∈ {−2, 2} a β ∈ R.

(b) Z rovnosti f(iπ) = 2 plyne, že β = 2
π
. Dı́ky (a) v́ıme, že α = 2 je jediná kladná

hodnota parametru α, pro kterou může být u reálnou část́ı holomorfńı funkce.
Pro tyto hodnoty parametr̊u dostaneme Cauchyovy-Riemannovy podmı́nky ve
tvaru

∂v

∂y
= −2e−2x sin(2y),

∂v

∂x
= −2e−2x cos(2y)− 2

π
.



Integraćı prvńı podmı́nky máme v(x, y) = e−2x cos(2y) + C(x). Dosazeńım do
druhé podmı́nky dostaneme C ′(x) = − 2

π
. Tedy C(x) = − 2

π
x+K, kde K ∈ R. Z

f(iπ) = 2 plyne, že v(0, π) = 0, a proto K = −1. Celkem tak máme

v(x, y) = e−2x cos(2y)− 2

π
x− 1.

2) Nejdř́ıve vypočteme metodou rezidúı integrál

I =

∫ ∞

−∞

eix

x2 − 6x+ 10
dx.

At’

g(z) =
eiz

z2 − 6z + 10
.

Funkce g(z) je holomorfńı na C \ {3− i, 3 + i} a má v bodech 3± i jednoduché póly.
Proto ∫ ∞

−∞

eix

x2 − 6x+ 10
dx = 2πi res3+i g(z) = πei(3+i) =

π

e
(cos 3 + i sin 3).

Dı́ky tomu je ∫ ∞

−∞

sinx

x2 − 6x+ 10
dx = Im I =

π

e
sin 3.

3) (a)
f(t) = (cos t) (1(t)− 1(t− π)) , t ∈ [0,∞).

(b) Využijeme-li znalost Laplaceova obrazu funkce kosinus, dostaneme

L [f(t)] (s) =
s

s2 + 1
− L [1(t− π) cos t] (s) =

s

s2 + 1
+ e−πsL [cos t] (s)

=
s (1 + e−πs)

s2 + 1
.

(c) Z (b) a věty O Laplaceově transformaci periodické funkce máme

L [g(t)] (s) =

∫ 2π

0
f(t)e−st dt

1− e−2πs
=

L [f(t)] (s)

1− e−2πs
=

s (1 + e−πs)

(1− e−2πs) (s2 + 1)
.

4) (a) Protože ln(1 + ζ) =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n
ζn pro |ζ| < 1, je

F (z) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n

9n

z2n

pro |z| > 3. Odtud a0 = a2n+1 = 0 pro n ∈ N0 a a2n = (−1)n−1

n
9n pro n ∈ N.

(b) Využit́ım výsledku z (a) a definice konvoluce dostaneme, že c0 = c1 = 0, c2 =
c3 = 9 a c4 = −81

2
.

(c) Z věty o derivaci obrazu plyne

Z [nan] (z) = −zF ′(z) =
18

z2 + 9
.



Řešeńı varianty E

Vstupńı test:

1) Z definice hlavńı hodnoty logaritmu je

ln(−5i) = ln | − 5i|+ i arg(−5i) = ln 5 + i
(
−π

2

)
.

Tedy Re (ln(−5i)) = ln 5 a Im (ln(−5i)) = −π
2
.

2) Jest
−e−2+8i

e8−9i
= −e−2+8i−(8−9i) = −e−10+17i = −e−10 (cos 17 + i sin 17) ,

tedy
∣∣∣−e−2+8i

e8−9i

∣∣∣ = e−10 |cos 17 + i sin 17| = e−10.

3) Plat́ı 2n+ 1 = −3 právě tehdy, když n = −2. Koeficient u (z − 6)−3 v

∞∑
n=−6

n2(z − 6)2n+1

tedy je n2|n=−2= (−2)2 = 4.

4) Laurentova řada
∞∑

n=10

1

n!
(z + 2)−n

obsahuje nekonečně mnoho záporných mocnin (z+2), nebot’ −n < 0 pro každé n ≥ 10.
Jedná se tedy o podstatnou singularitu.

Početńı část:

1) At’ f(z) = 2−z
(z2−4z+5)2

. Funkce f(z) je holomorfńı na C \ {2− i, 2 + i}. V bodech 2 ± i

má funkce f(z) póly řádu 2. Protože jen pól 2 + i lež́ı v horńı polorovině, je∫ ∞

−∞

2− x

(x2 − 4x+ 5)2
dx = 2πi res2+i f(z) = 2πi lim

z→2+i

[
2− x

(x− 2 + i)2

]′
= 2πi lim

z→2+i

−(x− 2 + i)2 − 2(2− x)(x− 2 + i)

(x− 2 + i)4
= 0.

2) Derivace zadané řady je

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n+1 = z

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n = z cos z, z ∈ C.



Proto
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!(2n+ 2)
z2n+2 =

∫
z cos z dz = z sin z + cos z + C

pro všechna z ∈ C, kde C ∈ C. Dosad́ıme-li z = 0, obdrž́ıme C = −1. Tedy

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!(2n+ 2)
z2n+2 = z sin z + cos z − 1

pro všechna z ∈ C. Poloměr konvergence je ∞.

3) (a) Ze základńıch vlastnost́ı Fourierovy transformace a ze znalosti obrazu funkce e−t2

plyne, že

f̂(ω) = F
[
te−t2

]
(ω)− 3F

[
e−t2

]
(ω) = i

(
F

[
e−t2

]
(ω)

)′
− 3F

[
e−t2

]
(ω)

= −
√
π

(
iω

2
+ 3

)
e−

ω2

4 .

(b) Zkombinujeme-li znalosti o obrazu konvoluce a derivace, dostaneme

F [(f ∗ f ′)(t)] (ω) = f̂(ω)iωf̂(ω) = πiω

(
iω

2
+ 3

)2

e−
ω2

2 .

(c) Použit́ım základńıch vlastnost́ı Fourierovy transformace obdrž́ıme

ĝ(ω) = F
[
f(3t+ 4)eit

]
(ω) = F [f(3t+ 4)] (ω − 1)

=
1

3
F [f(t+ 4)]

(
ω − 1

3

)
=

1

3
e

4i
3
(ω−1)f̂

(
ω − 1

3

)
= −

√
π

(
i(ω − 1)

18
+ 1

)
e

4i
3
(ω−1)e−

(ω−1)2

36 .

4) Aplikaćı Laplaceovy transformace obdrž́ıme

s2Y (s) + Y (s) =
1

s2
− e−s

s2
.

Odtud je

Y (s) =
1

s2(s2 + 1)
− e−s

s2(s2 + 1)
.

Nejdř́ıve nalezneme vzor k prvńımu členu. At’ g(t) je Laplace̊uv vzor k funkci G(s) =
1

s2(s2+1)
. Pak

g(t) = res−i G(s)est + resiG(s)est + res0G(s)est

= lim
s→−i

est

s2(s− i)
+ lim

s→i

est

s2(s+ i)
+ lim

s→0

(
est

s2 + 1

)′

=
e−it

2i
+

eit

−2i
+ lim

s→0

test(s2 + 1)− 2sest

(s2 + 1)2
= t− sin t.



Zbývá nalézt vzor k druhému členu z vyjádřeńı funkce Y (s), tj. k členu e−sG(s).
Využit́ım znalosti obrazu posunuté funkce máme

e−sG(s) = e−sL [g(t)] (s) = L [g(t− 1)1(t− 1)] (s) .

Odtud plyne, že hledané řešeńı je

y(t) = g(t)− g(t− 1)1(t− 1) = t− sin t− [t− 1− sin(t− 1)]1(t− 1), t ≥ 0.



Řešeńı varianty F

Vstupńı test:

1) Č́ıslo

86

(
cos

(
8

10
π

)
+ i sin

(
8

10
π

))
.

je v goniometrickém tvaru. Protože π
2
< 8

10
π = 4

5
π < π, č́ıslo 86

(
cos

(
8
10
π
)
+ i sin

(
8
10
π
))

lež́ı ve 2. kvadrantu.

2) Máme

9 cos(16) + 9i sin(16) = 9(cos(16) + i sin(16)) = eln 9(cos(16) + i sin(16)).

Z definice exponenciálńı funkce tedy plyne 9 cos(16) + 9i sin(16) = eln 9+16i.

3) Jest

∞∑
n=1

n(−5z − 10)6n+9 =
∞∑
n=1

n(−5)6n+9(z + 2)6n+9 =
∞∑
n=1

n(−5)6n+9(z − (−2))6n+9.

Střed je tedy −2.

4) Jest −n+ 1 = −1 právě tehdy, když n = 2. Koeficient u (z + 5)−1 v Laurentově řadě

6∑
n=−∞

(n+ 8)(z + 5)−n+1

je tedy (n+ 8)|n=2= 10. Takže res−5 f(z) = 10.

Početńı část:

1) (a) Protože ∂2u
∂x2 = 6xy = −∂2u

∂y2
, je u harmonická na R2.

(b) Cauchyovy-Riemannovy podmı́nky jsou

∂v

∂y
= 3x2y − y3 + 6y,

∂v

∂x
= −x3 + 3xy2 − 6x+ 3.

Z prvńı podmı́nky plyne, že

v(x, y) =
3

2
x2y2 − 1

4
y4 + 3y2 + C(x).

Dosazeńım do druhé podmı́nky obdrž́ıme C ′(x) = −x3 − 6x+ 3. Proto

C(x) = −1

4
x4 − 3x2 + 3x+K,



kde K ∈ R. Nav́ıc požadovaná rovnost f(1 + i) = 3 + 5i implikuje v(1, 1) = 5.
Odtud K = 1. Tedy

v(x, y) =
3

2
x2y2 − 1

4
y4 + 3y2 − 1

4
x4 − 3x2 + 3x+ 1.

2) (a) Protože
∞∑
n=0

ζn = 1
1−ζ

pro |ζ| < 1, je

f(z) =
3

4z10
1

1−
(
− z2

4

) =
3

4z10

∞∑
n=0

(−1)n

4n
z2n

=
∞∑
n=0

3(−1)n

4n+1
z2n−10, 0 < |z| < 2.

(b) Protože

f(z) =
3

z10(z2 + 4)
,

je f(z) holomorfńı na C \ {0,−2i, 2i}. V bodech ±2i má jednoduché póly a v
bodě 0 má pól řádu 10.

(c) Dı́ky (a) je

1

z10
+

1

z9
f(z) =

1

z10
+

∞∑
n=0

3(−1)n

4n+1
z2n−19 =

3

4

1

z19
+ · · ·+ 3

49
1

z3
− 3

410
1

z
+

3

411
z+ . . .

pro 0 < |z| < 2. Proto

res0
1

z10
+

1

z9
f(z) = − 3

410
.

3) Všechny řešeńı rovnice s4+4 = 0 jsou s1 = 1+ i, s2 = −1+ i, s3 = 1− i a s4 = −1− i.
Proto má funkce 1

s4+4
jednoduché póly v bodech s1, s2, s3 a s4. Dı́ky tomu je

L −1

[
1

s4 + 4

]
(t) =

4∑
k=1

ressk
est

s4 + 4
=

4∑
k=1

eskt

4s3k

=
e(1+i)t

8i(1 + i)
+

e(1−i)t

−8i(1− i)
+

e(−1+i)t

−8i(−1 + i)
+

e(−1−i)t

8i(−1− i)

=
et

8

[
−eit(1 + i)

2
− e−it(1− i)

2

]
+

e−t

8

[
−eit(−1 + i)

2
− e−it(−1− i)

2

]
=

et

8
(sin t− cos t) +

e−t

8
(sin t+ cos t) .

Nav́ıc
e−3s

s+ 1
= e−3sL

[
e−t

]
(s) = L

[
e−(t−3)1(t− 3)

]
(s) .

Odtud

L −1 [F (s)] (t) =
et

8
(sin t− cos t) +

e−t

8
(sin t+ cos t) + e−(t−3)1(t− 3).



4) Aplikaćı Z-transformace dostaneme

z2Y (z)− zY (z)− 6Y (z) = −z

(
z

z − 1

)′

.

Tedy

Y (z) =
z

(z − 1)2(z − 3)(z + 2)
.

Funkce Y (z)zn−1 má v bodě 1 pól řádu 2 a v bodech −2 a 3 má jednoduché póly pro
každé n ∈ N0. Pro n = 0 má ještě funkce Y (z)zn−1 v nule odstranitelnou singularitu.
Proto

yn = res−2 Y (z)zn−1 + res1 Y (z)zn−1 + res3 Y (z)zn−1 = −n

6
− 1

36
+

3n

20
− (−2)n

45

pro n ∈ N0. (Pro n = 0 vzorec plat́ı, nebot’ z−1Y (z) má v 0 pouze odstranitelnou
singularitu, která do součtu rezidúı nepřispěje.)
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