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Pred zahajenim prace

Vyplitte ¢itelné rubriku ,,Jméno a pifjmeni* a podepiste se. To samé proved’te na listu se vstupnim testem.

Béhem pisemné zkousky smite mit na lavici pouze zadani pisemky, psaci potieby, prukaz totoznosti a

papiry, na které zkousku vypracovavate. Kazdy papir, ktery budete odevzdavat, ¢itelné podepiste.

Nepiste obyc¢ejnou tuzkou ani ¢ervené, jinak pisemka nebude piijata.

e Prvni se piSe vstupni test, ktery bude po 10 minutach vybran.

Soupis vybranych vzorca

Souctové vzorce

sin(z £ w) = sinzcosw =% sinw cos z pro kazdé
z,w e C.

cos(z + w) = coszcosw F sin zsinw pro kazdé

Laplaceova transformace

Pro n € Ny je Z[t"](s) = -Z;. Specidlné
Z 1] (s) = ¢

Proa € Cje £ [e¥](s) = L.

sS—a

2 weC. Pro w € C je Z[sin(wt)](s) sz a
&L [cos(wt)] (s) = =z
Rozvoje Pro a > 0 kladné redlné  plati
e = AP e L1 - ) (5) = =L [f(t +a)] ().
. Proa € Cje ZLef(t)] (s) =Z[f(t)] (s —a).
cosz = T (P s e e f ()] (s) [f@)] (s —a)
L Proa > 0: Z[f(at)] (s) = L2 [f(t)] ().
Inz=5%>, %(z —1)" pro |z — 1| < 1.
% -transformace
Fourierova transformace
, Pro a € C je Z[a"](2) = % . Specidlné

Proa > 0je & [e_aﬂ (W) = /Te 4.
e

Proa € R: Z [f(t —a)] (w) =

2 () =

1

zsin
22—2zcosa+1

Pro a € C je Z[sin(an)](z) =
Z [cos(an)] (z) = ’

Znl(z) =

22—2zcosa+1"

eyl

Pro 0 # a € C: Z[a"a,] () = Z [a,] (2).



Pocetni ¢ast (varianta A)

e Veskeré své odpovédi zduvodnéte.

e Pokud k tloze odevzdate vice ruznych reseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Uloha 1 ([10 bodil]). Vypoctéte integral

3
/zez—i-ﬁ—zdz
C z

kde C je kladné orientovana kruznice o rovnici |z| = 2.

Uloha 2 ([10 bodil]). Je déna funkce

z—1
f(Z):m-

(a) Naleznéte Laurentuv rozvoj funkce f(z) na prstencovém okoli bodu 2. Déle urcete
mezikruzi konvergence této rady.

(b) Klasifikujte vsechny izolované singularity funkce g(z) = ﬁ f(2) analeznéte resy g(2)

Uloha 3 ([10 bodil]). Pomoci Fourierovy transformace naleznéte fedeni rovnice

y(t) + /OO e M)yt — 7)dr = 7211,

o0

(Népoveda: .7 [e11(t)] (w) = o a [e7 1] (w) )
Uloha 4 ([10 bodil]). Je déna posloupnost (a,)>,, kde
n— 3"
ap =
n!

(a) Naleznéte Z-transformaci posloupnosti (@) .

(b) Naleznéte Z-transformaci posloupnosti (a,42)52.
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Vstupni test (varianta A)

e Na vstupni test je Casovy limit 10 minut. Poté bude vybran.

e Odpovédi na otazky zapiste do prislusné kolonky. Pokud bude kolonka
prazdna nebo obsahovat nejednoznacnou odpovéd, bude piislusné otdzka hodno-
cena 0 body.

e Odpovédi na vstupni otézky je tfeba podlozit vypocty ¢i obrazkem.

Vstupni otdzka 1 ([2 body]). Urcete redlnou a imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla

—1+2
2—1i

Realna c¢ést:

Imaginarni ¢ast:

Vstupni otdzka 2 ([3 body]). Urcete velikost komplexniho ¢isla

€—1+5i'

Velikost:

Vstupni otdazka 3 ([2 body]). Urcete koeficient u (z — 8)% v

i 2—n(z . 8)n+10.

n=-—>50

Koeficient:

Vstupni otdzka 4 ([3 body]). Klasifikujte typ izolované singularity funkce

fz)= ) 2"(z=9)"", z € P(9),

n=-—2

v bodé z = 9. Jedna se o odstranitelnou singularitu, pél, nebo podstatnou singularitu? V
pripadé polu urcete také jeho rad.

Typ:




Pocetni ¢ast (varianta B)

e Veskeré své odpovédi zduvodnéte.

e Pokud k tloze odevzdate vice ruznych reseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Uloha 1 ([10 bodi]). Je déna funkce

1—cosz sinz

f(z) =

23 2t
(a) Urcete hlavni ¢ast Laurentovy fady funkce f(z) na prstencovém okoli bodu 0.

1

(b) Klasifikujte viechny izolované singularity funkce g(z) = f(2) + 7=-

(c¢) Vypoctéte resg g(z), kde g(z) je funkce z bodu (b).

Uloha 2 ([10 bodi]). Vypoctéte

/ Z+3 &
o (z46)sin(mrz)

kde C' je kladné orientovana kruznice o rovnici ‘z — %‘ =1

Uloha 3 ([10 bodil]). Je déna funkce
ft)=1(t+1)—1(t —2).

(a) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(t).

(b) Z definice konvoluce vypoctéte (f * f)(t).

(c¢) Naleznéte komplexni Fourierovy koeficienty zizeni funkce f(t) na interval [—2,2].

Uloha 4 ([10 bodi]). Je déna funkce

4

F = —
(2) 22422—-3

(a) Rozlozte funkci F'(z) do Laurentovy fady na okoli bodu oc.

(b) Vyuzitim vysledku z bodu (a) urcete inverzni Z-transformaci funkce F(z).
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Vstupni test (varianta B)

e Na vstupni test je Casovy limit 10 minut. Poté bude vybran.

e Odpovédi na otazky zapiste do prislusné kolonky. Pokud bude kolonka
prazdna nebo obsahovat nejednoznacnou odpovéd, bude piislusné otdzka hodno-
cena 0 body.

e Odpovédi na vstupni otézky je tfeba podlozit vypocty ¢i obrazkem.

Vstupni otdzka 1 ([2 body]). Urcete, v jakém kvadrantu se nachézi komplexni ¢islo

egs—gm'

Kvadrant:

Vstupni otazka 2 ([3 body]). Vyjadiete funkci
f(z) =sin(=hiz), z € C,

pomoci exponencialni funkce.

f(z) =

Vstupni otdzka 3 ([2 body]). Urcete stfed mocninné fady (v komplexni proménné z)

22 —2z 4 8)"H10,

Stred:

Vstupni otdzka 4 ([3 body]). Urcete reziduum funkce

Z 9—n 2n—|—107 = P(7),

n=-—>50

v bodé z = 7.

resy f(z) =




Pocetni cast (varianta C)

e Veskeré své odpovédi zduvodnéte.

e Pokud k tloze odevzdate vice ruznych reseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Uloha 1 ([10 bodi]). Je déna funkce
u(z,y) = e’sin(ax) + 3zy + x,
kde a € R je parametr.

(a) Urcete véechny hodnoty parametru a tak, aby u(x,y) byla harmonickd na R2.

(b) Pro vsechny kladné hodnoty parametru « z bodu (a) naleznéte vsechny funkce v(z,y)
tak, aby u(z,y) + tw(z, y) byla holomorfni na C.

Uloha 2 ([10 bodil]). Naleznéte rozvoj funkee

z+1
(2 —3)?

f(z) =

do mocninné fady na okoli bodu —1. Déle urcete polomér konvergence této rady.

Uloha 3 ([10 bodil]). Spojité funkce f(t) z L'(R) m4 Fourierovu transformaci

. w
flw) = wh +5w? +4°

(a) Naleznéte funkei f(t).

(b) Naleznéte Fourierovu transformaci funkce g(t) = f(¢ + 1) cos(2t).

Uloha 4 ([10 bodil]). Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte fedeni rovnice

t
y'(t) — 3/ eyt —7)dr = —de™¥
0

spliujici y(0) = 1.
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Vstupni test (varianta C)

e Na vstupni test je Casovy limit 10 minut. Poté bude vybran.

e Odpovédi na otazky zapiste do prislusné kolonky. Pokud bude kolonka
prazdna nebo obsahovat nejednoznacnou odpovéd, bude piislusné otdzka hodno-
cena 0 body.

e Odpovédi na vstupni otézky je tfeba podlozit vypocty ¢i obrazkem.

Vstupni otdzka 1 ([2 body]). Urcete redlnou a imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla

e(—1+2i)2'

Realna c¢ést:

Imaginarni ¢ast:

Vstupni otdzka 2 ([3 body]). Urcete velikost komplexniho ¢isla

6—2+8168—91 .

Velikost:

Vstupni otazka 3 ([2 body]). Urcete koeficient u (z + 9)® v

Z 4”(2 + 9>3n+2‘

n=3

Koeficient:

Vstupni otdzka 4 ([3 body]). Klasifikujte typ izolované singularity funkce

f2) =Y (=8, s e P(s),

v bodé z = 8. Jedna se o odstranitelnou singularitu, pél, nebo podstatnou singularitu? V
pripadé polu urcete také jeho rad.

Typ:




Pocetni ¢ast (varianta D)

e Veskeré své odpovédi zdtivodnéte.

e Pokud k uloze odevzdate vice ruznych feseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Uloha 1 ([10 bodi]). Je déna funkce
u(z,y) = e *sin(2y) + By,
kde a, 5 € R jsou parametry.

1. Uréete viechny hodnoty parametri « a [3, pro které je funkce u(z,y) harmonicka
na R2.

2. Naleznéte kladnou hodnotu parametru «, parametr [ a funkci v(z,y) tak, aby

f(z) = u(z,y) + iv(x,y) byla holomorfni na C a f(ir) = 2.

Uloha 2 ([10 bodil]). Vypoététe

1. Zapiste f(t) pomoci Heavisideovy funkce.
2. Naleznéte Laplaceovu transformaci funkce f(¢).
3. Naleznéte Laplaceovu transformaci periodické funkce g(t), kterd ma periodu 7' = 27

a na intervalu [0, 27) je ddna pfedpisem g(t) = f(t).

Uloha 4 ([10 bodil]). Z-transformace posloupnosti (a,)>, je

F(z)=In <1+%) :

1. Pomoci rozvoje do Laurentovy fady naleznéte posloupnost (a,)5,,.

2. Naleznéte prvnich pét ¢lent posloupnosti (¢,)5 g = (an )5 g*(bn)0 o, kde by = by =1
a pro kazdé n > 2 je b, = 0.

3. Naleznéte Z-transformaci posloupnosti (na,)22.
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Vstupni test (varianta D)

e Na vstupni test je Casovy limit 10 minut. Poté bude vybran.

e Odpovédi na otazky zapiste do prislusné kolonky. Pokud bude kolonka
prazdna nebo obsahovat nejednoznacnou odpovéd, bude piislusné otdzka hodno-
cena 0 body.

e Odpovédi na vstupni otézky je tfeba podlozit vypocty ¢i obrazkem.

Vstupni otdzka 1 ([2 body]|). Urcete, v jakém kvadrantu se nachédzi komplexni ¢islo
(=5 4 44)* — 11.

Kvadrant:

Vstupni otdzka 2 ([3 body|). Vyjddiete funkci
f(z) = cos(bz + 1), z € C,

pomoci exponencialni funkce.

fz) =

Vstupni otdzka 3 (]2 body]). Urcete stfed mocninné fady (v komplexni proménné z)

Z 3n2 (62 + 8)n+10.

n=10

Stred:

Vstupni otdzka 4 ([3 body]). Urcete reziduum funkce

fz) =) 2"(z—2)"", 2 € P(2),
n=2
v bodé z = 2.

resy f(z) =




Pocetni ¢ast (varianta E)

e Veskeré své odpovédi zduvodnéte.

e Pokud k tloze odevzdate vice ruznych reseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Uloha 1 ([10 bodil]). Vypoctéte

/OO 2—x de
oo (2 =4z +5)2

Uloha 2 ([10 bodil]). Naleznéte soucet mocninné fady

Z _ T e
2n +2)

n=0

a urcete jeji polomér konvergence.

Uloha 3 ([10 bodil]). Je déna funkce

f(t) = (t=3)e".
1. Naleznéte Fourierovu transformaci funkce f(t).
2. Naleznéte Fourierovu transformaci funkce (f * f)(¢).

3. Naleznéte Fourierovu transformaci funkce g(t) = f(3t + 4)e®

Uloha 4 ([10 bodil]). Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte fedeni rovnice

y'(t) +y(t) =t — (t—1)1(t - 1)

spliujici y(0) = ¢/'(0) = 0.
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Vstupni test (varianta E)

e Na vstupni test je Casovy limit 10 minut. Poté bude vybran.

e Odpovédi na otazky zapiste do prislusné kolonky. Pokud bude kolonka
prazdna nebo obsahovat nejednoznacnou odpovéd, bude piislusné otdzka hodno-
cena 0 body.

e Odpovédi na vstupni otézky je tfeba podlozit vypocty ¢i obrazkem.

Vstupni otdzka 1 ([2 body]). Urcete redlnou a imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla
In(—>51).

Redlné cast:

Imaginarni cast:

Vstupni otdzka 2 ([3 body]). Urcete velikost komplexniho ¢isla

o248

e8—9

Velikost:

Vstupni otazka 3 ([2 body]). Urcete koeficient u (z — 6)7% v

Koeficient:

Vstupni otdzka 4 ([3 body]). Klasifikujte typ izolované singularity funkce

(o] 1 .
fe) =3 —(z+2)" s € P(-2)
n=10
v bodé z = —2. Jedna se o odstranitelnou singularitu, pél, nebo podstatnou singularitu?

V pripadé polu urcete také jeho rad.

Typ:




Pocetni ¢ast (varianta F)

e Veskeré své odpovédi zduvodnéte.

e Pokud k tloze odevzdate vice ruznych reseni, hodnoti se to nejhorsi z nich.

Uloha 1 ([10 bodi]). Je déna funkce
u(z,y) = 2>y — xy® + 62y — 3y.
1. Ovérte, 7ze u(zx,y) je harmonickd funkce na R2.

2. Naleznéte funkci v(x,y) tak, aby f(z) = u(z,y) + iv(z,y) byla holomorfni na C a
F(1+14) =3+ 5i.

Uloha 2 ([10 bodil]). Naleznéte soucet mocninné fady Je dana funkce

3
f(z) = 212 ¢ 410
1. Urcete rozvoj funkce f(z) do Laurentovy fady na prstencovém okoli bodu 0.
2. Klasifikujte vsechny izolované singularity funkce f(z).

3. Vypoctéte reso [-5 + 25.f(2)].

Uloha 3 ([10 bodi]). Naleznéte inverzni Laplaceovu transformaci funkce

1 6735

¢+4+s+r

F(s) =

Uloha 4 ([10 bodt]). Pomoci Z-transformace naleznéte feseni rovnice

Ynt2 — Yny1 — O6Yn =1

spliujici yo = y; = 0.
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Vstupni test (varianta F)

e Na vstupni test je casovy limit 10 minut. Poté bude vybran.

e Odpovédi na otazky zapiste do prislusné kolonky. Pokud bude kolonka
prazdna nebo obsahovat nejednoznacnou odpovéd, bude prislusné otdzka hodno-
cena 0 body.

e Odpovedi na vstupni otézky je tfeba podlozit vypocty ¢i obrazkem.

Vstupni otdzka 1 ([2 body]). Urcete, v jakém kvadrantu se nachézi komplexni ¢islo

8 .. 8
86 (cos (1—O7T) + 7 sin (Eﬂ'>) .

Kvadrant:

Vstupni otdzka 2 ([3 body]). Vyjddiete komplexni ¢islo
9cos(16) + 9isin(16)
pomoci exponencialni funkce.

9cos(16) + 9isin(16) =

Vstupni otdzka 3 (]2 body]). Urcete stfed mocninné rady (v komplexni proménné z)

Z n(—5z — 10)5"*9,

n=1

Stred:

Vstupni otédzka 4 ([3 body]). Urcete reziduum funkce

6

fz)= Y (n+8)(z+5) """, z€ P(-5),

n=—oo

v bodé z = —5.

res_s f(z) =




ReSeni varianty A

Vstupni test:

1) Usmérnime zlomek, abychom ziskali:

—14+20 —-142241: —44+3 4+3.

2—4  2—4¢ 247 5§ 5
Tedy Re 52 = —2 a Im —#2 = 2.
2) Jest
1 1

1+5i -
— = - —¢ = e(cosb + 2sin H).
€—1+5i 6—1—51 ( + )

Tedy | == — | = |e(cos 5 +isin5)| = e|(cos5 + isin5)| = e.

3) n+ 10 = 8 prave kdyz n = —2. Koeficient u (z — 8)% v

oo

> 2z -8t

n=-50
je tedy 27(-2) = 4.
4) Rada

f: 2—n(z _ 9)n+10

n=-2

obsahuje pouze nezdporné mocniny (z — 9), nebot n + 10 > 8 pro n > —2. Jednd se
tedy o odstranitelnou singularitu.

Pocetni cast:

1) Z Cauchyovy véty plyne, ze [ o 2€°dz = 0. Parametrizace kladné orientované kruznice
o rovnici |z| = 2 je p(t) = 2¢%, t € [0,27]. Z definice kiivkového integralu mame

3 21 3 ) ) 27
/ 3lel 5 g, / (—.t _ 26—“) e’ dt — / % dt = 4ri.
c % 0 e’ 0

Odtud fc ze® + @ —zZdz = 4.

2) (a) Jednoduchou tpravou dostaneme

fy— Lzl 1 (1_1)

(z—2)2 =z (z —2)? z

Rozvoj ¢lenu % do mocninné rady se stfedem 2 je

1 1 1 1

z_z—2+2_§1+Z*

n

i Qn (z—2)"

2 n=0

l\Dlr—t

!
21(




pro |z —2| < 2. Nyni ddme dohromady vyse uvedené vztahy, ¢imz obdrzime
rozvoj f(z) do Laurentovy rady ve tvaru

1 o (D n-3
f(Z):m—FZW(Z—Z) proO<|z—2|<2.

n=0
Mezikruzi konvergence je uréeno nerovnostmi 0 < |z — 2| < 2.

(b) Funkce g(z) je podilem dvou celistvych funkei. Citatel z — 1 ma v bodech 0 a 2
kofeny ndsobnosti 0. Jmenovatel z(z — 2)52 m4 v bodé 0 kofen ndsobnosti 1 a v
bodé 2 koten nasobnosti 52. Proto ma funkce g v bodé 0 jednoduchy pél a v bodé
2 ma pol Fadu H2.

Diky (a) je

o) = G+ 2

pro 0 < |z — 2| < 2. Koeficient u (z — 2)~! v tomto rozvoji je hledané reziduum.

Proto res; g(z) = 5.

3) Integral na levé strané rovnice je konvoluce funkei e7111(¢) a y(t). Aplikaci Fourierovy
transformace na zadanou rovnici obdrzime

1 A() 4
W) = ——.
1—|—iwy 4 + w?

g(w) +
Z tohoto vztahu si vyjadiime obraz §(w) hledaného feseni y(¢). V nasem piipadé mame

oy Aw—)
1) = w2

Vyuzitim inverzni Fourierovy transformace dostaneme

o) =5 [ " hw)e dw.

:% n

Integrél z inverzni Fourierovy transformace vypocteme metodou rezidui. Oznac¢me

Az —a)e
Ma) = oot vy

Tato funkce je holomorfni na C\ {—2i,2i}. V bodé —2i m4 pdl fadu 1 a v bodé 2i ma
pol tadu 2. Proto

Az —d)e™  3i y

res—y; h(z) = ZEIPQ’L' W 4 “
Az — i)’ 3 — 4t
resy; h(z) = lirg. [%} — 7 e 2t
2—2i z 7

T or iresy; h(z) = (3 —t)e ™ prot>0.

—00

y(t) 1 /OO J(w)e™ dw = {_ireSQi h(z) = 3¢* prot <0,

Celkem tak mame 3
y(t) = Ze_Qlﬂ — te 21(t).



4) (a) Diky zakladnim vlastnostem Z-transformace mame

37’1
n!

n

zllo-2[5]o-2 %]

I <ff {ﬂ (z)), s {ﬂ (2)= ej et

(b) Podle véty O obrazu posunuti je

Z [anyo) (2) = 22 <5’f’ la,] (2) —ag — %) — zer — 2% 4+ 2% + 22,



ResSeni varianty B

Vstupni test:

1) Protoze —m < —27 < —Z a

A 6 6 2 2
9857 _ g8 (COS (—577') + i sin (—577')) =98 (COS (—gw) + i sin (—gﬁ)) ,

co7 je goniometricky tvar komplexnfho éfsla, lezi e~ 57 ve 3. kvadrantu.
2) Jest
i(—5iz) _ —i(—Hiz) 52 _ ,—bz
e e e e
pu— 1 —5 ) pu— pu—
f(2) = sin(—hiz) 5 5
3) Stfed mocninné rady
Z 2 —9s + 8 TL+10
je 4, nebot
Z 2— 22, + 8 n+10 __ Z 2 n+10 o 4)71-&-10‘
n=1
4) Faktor (z — 7)~! se v Laurentové fadé
Z 9—n 7)2n+10
n=—>50
nevyskytuje, nebot 2n + 10 = —1 pravé tehdy, kdyz n = —1L. Tedy res; f(z) =

Pocetni ¢ast:

1) (a) Vyuzijeme-li zndmé rozvoje funkei sinus a kosinus do mocninné fady se stredem
v bodé 0, dostaneme

—_— 2z
n=0 n=0 ’
11, 1, 1 1, 1.
_ 1, 1+1 S S U T B
R CE] FTRET T R

Hlavni ¢dst Laurentovy fady funkce f na P(0) proto je

1 21
32



(b) Protoze 7= je holomorfni na okoli 0, vidime z vysledku v (a), Ze 0 je pdl fédu 3
funkce g. Dalsi singularity funkce g(z) uz mohou pochédzet pouze od ¢lenu + =,
nebot f(z) je holomorfni na C\ {0}. Hledejme tedy, kdy 1+ € = 0. Z vlastnost{

exponencialni funkce vime, ze € = —1 prave tehdy, kdyz z = (2k + 1)7 pro
ne¢jaké k € Z. Protoze
(1 + eiz) ‘ =2k+1)m — ie" HZkA-L) = - 7é 07

jsou body (2k 4+ 1)7, k € Z, jednoduché pdly funkce g.

(¢) Z definice rezidua a z (a) plyne, Ze resy g(z) = 2.

2) Integrand ma izolované singularity v bodech k € Z. Z téchto bodu lezi uvniti kruznice
C'jen 0 a 1 (vSechny ostatni lezi vné C'). Z Reziduové véty proto mame

/ 2t dz = 27 | res 2t 3 + res it
=27
o (z+6)sin(mz) * (2 4 6) sin(rz) " (z +6) sin(2)
PSE T D T S
~ T \6meos0 | Trmeost) T
3) (a) Z definice Fourierovy transformace plyne, ze

2 w — 21w
~ . e — €
flw) = / e dt = ———

1 tw

pro w # 0. Ze spojitosti funkce f dostaneme f(0) =

(b)

(fxf)t) = /_Oof(T)f(t—T)dT:/ 1(t—74+1)=1(t—7—2)dr

_ / 1(u+1) — 1(u—2)du

0 pro t € (—oo, —2) U (4, 00);
= {t+2 prote[-21);
4—t vprote(l,4].

(c) Fourierovy koeficienty zizeni funkce f na interval [—2,2] jsou

1f<7m> %, pro n =0,
Cp — — —_— = eiM_e—m’M in_(—1)"
ACPRS B
4) (a) Rozkladem na parcidlni zlomky obdrzime
1 1
F(z) = - .
(2) z—1 243

Nyni musime kazdy z parcidlnich zlomki rozvinout na okoli nekone¢na. Tedy

1 I 1 =1
-1 ;;_”:;z"“




pro |z] > 1 a

I T Y G A SN G i
z+3_21—(—§)_z; 2" _; Zntl

pro |z| > 3. Rozvoj funkce F'(z) do Laurentovy fady na okoli nekonecna tak je

1 1 =1 L (=)m3r L+ (=)
F(Z>:z_1_z+3zzzn+1_z ntl :Z ot

pro |z| > 3.
(b) Z (a) plyne, ze

-
g

—
T
N
=
—~ o~
(@]
N
I
_ O

+(=1)"3" !, pron € N



Reseni varianty C

Vstupni test:

1) Jest
(=14 2i)* = =3 — 44,

takze . ;
o(—1420)% _ —3—4i _ e ?(cos(—4) + isin(—4)).

Tedy Ree(~1%20* = ¢73 cos(—4) a Im e("112)° = =3 5in(—4).

2) Protoze o 4
6—2+8168—91 — 66—7, — 66<COS(—1) +ZSIH(—1))7

je |e 2887 = ¢b| cos(—1) + isin(—1)| = €°.
3) Protoze 3n + 2 = 8 pravé tehdy, kdyz n = 2, ale mocninna rada
Z4n<z T 9)3n+2
n=3

je indexovand az od n = 3, faktor (z + 9)® se v fadé nevyskytuje. Koeficient u (z +9)8
je tedy 0.

4) Rada
Z 371(2 - 8>2n720
n=8

obsahuje konecné mnoho indexu n, pro které je exponent v (z — zaporny.
Nejmensi takovy exponent je —4, nebot 2n — 20|,—s = —4. Jedn4 se tedy o pdl Fddu 4.

8)277,—20

Pocetni ¢ast:

1) (a) Ptimocarym vypoctem zjistime, ze

5’2

a—g = —a’eYsin(ax),
T

P

8_2; = eYsin(ax).
Y

Tedy Au = 0 na R? pravé tehdy, kdyz 1 — a? = 0 nebo o = 0. Funkce u je proto
harmonickd na R? pravé tehdy, kdyz a € {—1,0,1}.

(b) At a = 1. Cauchyovy-Riemannovy podminky jsou

— =eYcosx + 3y +1,



Integraci prvni podminky dostaneme
3
v(x,y) =eYcosx + 53/2 +y+ C(x),

kde C(z) je zatim neurcend redlnd funkce proménné z. Dosazenim do druhé
podminky obdrzime C'(z) = —3z. Tedy C(z) = —32% + K, kde K € R. Proto

3 3
v(r,y) = eycosx+§y2+y— §{E2+K, kde K € R.

2) Protoze

pro |z 4+ 1| < 4. Polomér konvergence je 4.

3) (a) Hledany funkce f(t) je inverzni Fourierovou transformaci funkce f(w), tj.
1 [, .
) = — iwt d
1) =5 | e
K vypoctu integralu vyuzijeme metodu rezidui. Polozme
ze ze

h(z) = = .
(2) 24 4+52244 (22+4)(22+1)

Funkce h(z) je holomorfni na C\{—2i, —i, 4, 2i} a v bodech +i, +2i m4 jednoduché
poly. Pro t > 0 tak méame

izt izt

1 ] i, )
J(t) = —2 2m [resi h(z) ~+ resy; h(z)] — 6 (e t_e 2t) ‘
Prot <0 je

f(t) = QL (—2mi) [res_; h(z) + res_g; h(2)] = —é (e —e*).

™

Odtud _
flt) = é (e_lt‘ — 6_2“‘) sgnt, t € R.

(b) Vyuzitim zdkladnich vlastnosti Fourierovy transformace obdrzime

(w)

62@t + 672115

i) = 7 |+ 1)

= S+ 0] (0 =D+ 5T [f+ D] (@ +2)
= %ei(w_Q)f(w —-2)+ %ei(w“)f(w +2)
1 (w—2)e’@2) 1 (w+ 2)e@+?)
T @2 1 5w—22+4 2(w+2 i t5wr2Z 4



4) Aplikaci Laplaceovy transformace dostaneme

3 4
Y(s)=— .
542 (s) 5+3

sY(s)—1—

Odtud si vyjadiime Laplaceuv obraz feseni. Dostavame tak

s+ 2
(s +3)%

Y(s) =

Protoze Y (s) mé v bodé —3 dvojndsobny pdl, je

y(t) =res_3Y(s)e® = lim,_ (s +2)e] = lim_e™ +t(s + 2)e™
s——

s——3

=(1—t)e ™ t>0.



ReSeni varianty D

Vstupni test:

1) Jest
(=5 +4i)> — 11 =9 — 40i — 11 = —2 — 404,

tedy Re ((=5 +44)? — 11) < 0 a Im ((—=5 + 44)? — 11) < 0. Cislo (=5 + 44)? — 11 tedy
lezi ve 3. kvadrantu.

2) Z definice funkce cos mame

ciozti) | o=ilBzti)  Biz—1 4 o1-5iz

5 ) pum pum

cos(bz + 1) 5 5

3) Protoze

8 n+10
3n 6 8 n+10 __ 3n 6n+10 -
IEACEEEDY i)
n=10 n=10
stted této mocninné rady je —% = —%.

4) Jest 3n — 13 = —1 préavé tehdy, kdyz n = 4. Koeficient u (z — 2)~! v Laurentové radé

Z 2n 3n 13

je tedy 2"|,—4= 16, takze res, f(z) = 16.

Pocetni cast:

1) (a) Piimocarym vypoctem zjistime, ze

62

a—g = a’e " sin(2y),
x

82

8—126 = —4de”*sin(2y).
Y

Tedy Au = 0 na R? pravé tehdy, kdyz a®> —4 = 0 a 3 € R. Proto u je harmonick4,
na R? prave tehdy, kdyz a € {—2,2} a 8 € R.

(b) Z rovnosti f(im) = 2 plyne, ze § = 2. Diky (a) vime, ze o = 2 je jedind kladnd
hodnota parametru «, pro kterou muze byt u redlnou ¢asti holomorfni funkce.
Pro tyto hodnoty parametru dostaneme Cauchyovy-Riemannovy podminky ve
tvaru

0

a—;} = —2¢ *"sin(2y),
0 2
G_Z = —2¢ % cos(2y) — -



Integraci prvni podminky mdme v(z,y) = e 2 cos(2y) + C(x). Dosazenim do
druhé podminky dostaneme C'(z) = —2. Tedy C(z) = =22+ K, kde K € R. Z
f(im) = 2 plyne, ze v(0,7) = 0, a proto K = —1. Celkem tak méme

2
v(x,y) = e **cos(2y) — —x — 1.
m

2) Nejdiive vypocteme metodou rezidui integral
00 eix
I= ———du.
/_ o T2 —6x+ 10

61,2

22— 62+ 10

Funkce ¢(z) je holomorfni na C\ {3 — 4,3 +i} a md v bodech 3 £ i jednoduché pdly.
Proto

At
9(z) =

/_oo 22 _ Zm 10 dv = 2mivesyy; g(2) = me'T) = g(cos?) +isin 3).

Diky tomu je

/ &dlemlzzsin&
o T2 — 6z + 10 e

3) (a)
f(t) = (cost) (1(t) — 1(t — 7)), t € [0,00).

(b) Vyuzijeme-li znalost Laplaceova obrazu funkce kosinus, dostaneme
s
@ — ~ LA - -
F®1(s) = 57 [1(t =) cost] (s)

_s(l+e™)
8241

= j_ 1T e "L [cost] (s)

(c) Z (b) a vety O Laplaceové transformaci periodické funkce méme

2w

fe™tdt — Z[f1)](s) s(l4+e™)
_Jo _ _
g [g(t)] (S) - 1 — 67271'3 1 — 6727rs (1 _ 67271‘8) (52 + 1) :
4) (a) Protoze In(14+¢)=> """, (711):_1@ pro (] < 1, je
e (_1)n—1 gn
F(z) = nzl —
pro |z| > 3. Odtud ay = agn+1 = 0 pron € Ny a ag, = (712:1_19" pron € N.

(b) Vyuzitim vysledku z (a) a definice konvoluce dostaneme, ze ¢y = ¢; = 0, co =
cz=9ac=-%.

(c) Z véty o derivaci obrazu plyne



ReSeni varianty E

Vstupni test:

1) Z definice hlavni hodnoty logaritmu je
In(—5¢) = In| — 5i| + i arg(—5i) = In5 + (—g) .

Tedy Re (In(—57)) = In5 a Im (In(—57)) = —7.

2) Jest
28

— g = —e T = PO — 710 (o5 17 + isin 17)
e

_e—2+8i
e8-91

tedy =e Ycos 17+ isin 17| = e 10,

3) Plati 2n + 1 = —3 prave tehdy, kdyz n = —2. Koeficient u (z — 6)73 v

[e.e]

Z n2(z o 6)2n+1
n=—=6
tedy je n?|,—= o= (—2)? = 4.
4) Laurentova fada
Z —(z+2)™"
|
n=10 n:

obsahuje nekone¢né mnoho zdpornych mocnin (z+2), nebot —n < 0 pro kazdé n > 10.
Jednd se tedy o podstatnou singularitu.

Pocetni ¢ast:

1) At f(2) = (22_24;;_%)2. Funkce f(z) je holomorfni na C\ {2 — 4,2 +¢}. V bodech 2+

mé funkce f(z) pdly fadu 2. Protoze jen pdl 2 + i lezi v horni poloroving, je

i 2 — 2 — '
/ ° dz = 2miresyy; f(2) = 2wt lim [ﬁ}

o (@2 —4x +5)? =2+ | (x — 241
— o lim —(x—2—|—i)2—2(2—x)(x—2+i)_O
o 23244 (x —2+1i)4 -

2) Derivace zadané rady je

>

n=0

n

(=1)
(2n)!

(

— (="
2l — ZZ% o)) 2" = zcosz, z € C.
n—



Proto

%) 1)
> oy = [ rests =z sz v
n n

pro vSechna z € C, kde C' € C. Dosadime-li z = 0, obdrzime C' = —1. Tedy

n

2n+2 :
E —_— = zsinz +cosz — 1
2n—|—2)

n:O
pro vSechna z € C. Polomér konvergence je co.

3) (a) Ze zakladnich vlastnosti Fourierovy transformace a ze znalosti obrazu funkce et

plyne, ze
fw)= 7 [te ] @) -85 [ ] w) =i (F [ ¥] (w))' -37 [ )

: r
= —/m (% —1—3) e 7.

(b) Zkombinujeme-li znalosti o obrazu konvoluce a derivace, dostaneme

FUT+ )0 @) = fw)iwfi(w) = miv (7“ " 3) .

(¢) Pouzitim zdkladnich vlastnosti Fourierovy transformace obdrzime
gw) = F[fBt+ "] () = F [fBt+4)] (w—1)
-1 1 w 5 -1

Fiera] (50) = ever ()

1
-3 3 3
- ]- 41 w—1
_ _\/—(1(w18 )—i—l)e(“’l)e( )
4) Aplikaci Laplaceovy transformace obdrzime
9 1 e
sY(s)+Y(s) = ERT
Odtud je
1 e’

Y(s) =

2(s2+1)  s2(s2+1)

Nejdifve nalezneme vzor k prvnimu ¢lenu. At ¢(t) je Laplaceuv vzor k funkei G(s) =
Pak

1
s2(s241) "
g(t) = res_; G(s)e™ + res; G(s)e™ + resy G(s)e™
et et et /
Chm — S o hm
e s2(s —1) + P s2(s+1) + 30 (52 + 1)

e et test(s? 4 1) — 2se
= - ; m
20 =20 s—0 (s241)2

=t —sint.



Zbyvé nalézt vzor k druhému clenu z vyjadieni funkce Y (s), tj. k ¢lenu e *G(s).
Vyuzitim znalosti obrazu posunuté funkce mame

e °G(s) = e Zg(t)] (s) = ZL[g(t = D1t = 1)] (s).
Odtud plyne, ze hledané feseni je

y(t) = g(t) — g(t — )1t —1) =t —sint — [t — 1 —sin(t — 1)] 1(t — 1), ¢ > 0.



ReSeni varianty F

Vstupni test:

1) Cislo

(oo (55) s (5)).

je v goniometrickém tvaru. Protoze T < &7 = —7T < T, ¢islo 86 (cos (1 ) + 7sin ( 8 7r))

lezi ve 2. kvadrantu. s "
2) Méme
9 cos(16) + 9isin(16) = 9(cos(16) + isin(16)) = ™?(cos(16) 4 i sin(16)).
Z definice exponencialn{ funkce tedy plyne 9 cos(16) + 9isin(16) = em9+16¢,
3) Jest

Zn(_5z 6n+9 Zn 6n+9 z + 2 6n+9 __ Zn 6n+9 ( 2))671—&-9.
n=1 n=1 n=1
Stred je tedy —2.

4) Jest —n + 1 = —1 praveé tehdy, kdyz n = 2. Koeficient u (z + 5)~! v Laurentové radé

6

> (n+8)(z+5)

n=—oo

je tedy (n + 8)|,—2= 10. Takze res_5 f(z) = 10.

Pocetni cast:

1) (a) Protoze 2 5 = 6ry = —M , je u harmonickd na R2.

(b) Cauchyovy-Riemannovy podmlnky jsou

0

8—Z:3x2y—y3+6y,

0

a—vz—x3+3xy2—6x+3.
z

Z prvni podminky plyne, ze

3 1
v(z,y) = §x2y2 — ZyA‘ + 3y* + C(x).

Dosazenim do druhé podminky obdrzime C’(z) = —z® — 6z + 3. Proto

1
C(z) = —1x4 —32* + 32+ K,



kde K € R. Navic pozadovand rovnost f(1+ i) = 3 + 5i implikuje v(1,1) = 5.
Odtud K = 1. Tedy

3 1 1
5372y2 — oyt 3y — —at =32+ 32+ 1

v(z,y) = 1 1

2) (a) Protoze > ("= ﬁ pro |¢| < 1, je
n=0

3 1

f(Z) 42101_(
1)

3 (=),
- 42102 qn <
n=0

( 2n 10
:Z 4n+1 0<|Z‘<2
n=0

(b) Protoze

3
f(z) = 0214y
je f(z) holomorfni na C \ {0,—2i,2i}. V bodech +2i ma jednoduché pély a v
bodé 0 ma pdl radu 10.

() Diky (a) je

11 I =3(=1" 5, 9 31 31 31 3
ﬁ—l-;f(z):——kzwz :Zﬁ—f‘""FE;—E;ﬁ—EZ—F...
n=0
pro 0 < |z| < 2. Proto
1 1 3
resoﬁ—i-?f(z):—@.
3) Vsechny Feseni rovnice st+4=0jsous; =1+i,85=—144i,83=1—7as;=—1—4i.

Proto ma funkce ﬁ jednoduché pdly v bodech sy, s9, s3 a s4. Diky tomu je

L { ] (t) = ress, ——— = —
4 Sk o4 3
st +4 — st +4 — 4sy

o140t o=t o~ 1+t p(—1-i)t

TR+ S8i(l—i) " Bi(—1t9) T Ri(—1=1)

e et +d) el -
-8 2 2
et [ et(=1+1d) e (—=1—1)
-y {_ 2 2
e et
e (sint — cost) + 3 (sint + cost).
Navic 5
e _ag _ (-
ol $L e (s) =L [e (¢ 3)1(t—3)] (s).
Odtud
—t
LHF(s)] (t) = % (sint — cost) + % (sint + cost) + e I1(t — 3).



4) Aplikaci Z-transformace dostaneme

z—1

2Y(2) — 2Y(2) — 6Y(2) = —z ( & )

Tedy
z

(z—1)2(z—=3)(2+2)

Funkce Y (2)z"! ma v bodé 1 pél fddu 2 a v bodech —2 a 3 m4 jednoduché pdly pro
kazdé n € Ny. Pro n = 0 m4 jesté funkce Y (2)2"~! v nule odstranitelnou singularitu.
Proto

Y(2) =

1 3" —2)"
Yn =Tes_o Y (2)2" P res; Y(2)2" !t Fresy Y (2)2" ! = —g ~ % + 30 ( 45)

pro n € Ny. (Pro n = 0 vzorec plati, nebot 27'Y(2) mé v 0 pouze odstranitelnou
singularitu, kterd do souctu rezidui nepfispéje.)
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