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Zakladni informace

Stranka p¥edmétu:
https://moodle.fel.cvut.cz/courses/BOBO1IKAN

Vé&nujte pozornost pravidlim pfedmé&tu (viz Moodle).

@ Podminky zdpoctu upfesni cvi€ici. Ze semestralnich pisemek
|ze ziskat aZ 20 bod( ke zkousce. Lze si také sniZit nutny
pocet bodil z pisemné &asti.

@ Podminky zkousky viz Moodle. VE&as se dob¥e seznamte
s podminkami a priib&hem zkousky. Véjte pozornost vzorovym
zadanim zkouskové pisemky.

Obsah kurzu:

@ Komplexni analyza
@ Transformace (Fourierova transformace, Laplaceova

transformace a Z-transformace)

Upozornéni
Nezaspéte zalatek a nenechte si ujet vlak. V8e na sebe navazuje. . .
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https://moodle.fel.cvut.cz/courses/B0B01KAN

Motivace (FeSeni algebraickych rovnic)

@ Vsichni vime, Ze rovnice 2 = —1 nema v oboru redlnych &isel

3

feseni.
o MiiZeme sice ¥ict, Ze YeSenim je imagindrni prvek ¢ spliujici
i? = —1, ale to miZe piisobit uméle:

4

3

2 —y=x
y=-1
1

-

e Co ale nap¥. kubicka rovnice 22 = 15z + 47
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Motivace (YeSeni algebraickych rovnic, pokracovani)

e Cardanovy vzorce! pro Fedeni kubické rovnice 23 = px + ¢:

2 3 2 3
_ {4 o _r  pe_ T _ P
x_\/2+\/4 27+\/2 Ve ot

o Co kdyz? 2 _2° - ()7 Nap¥. pro 2% = 15z + 4 to nastava, ale:

4 27

<

e
y=15x+4

Redlné problémy &asto vyzaduji komplexni metody.

1Ty se opravdu u&it nemusite.
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Motivace (zpracovani signalu)

Jak lze aktivn& potlacit nezadouci zvuk? \

amplituda

signal

/2

Fourierova transformace
ki 0

-1/2

“ A
N \/\.«\/\./\"/v‘ N~ M frekvence
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Komplexni &isla

Definice (neformalni)

Mnozinou komplexnich &isel rozumime mnoZinu dvojélenti
x + yi, kde z,y jsou redlna &isla, se kterymi pocitame jako
s readlnymi dvojéleny za vyuZiti pravidla i = —1.

MnoZinu komplexnich &isel znaéime symbolem C.

*Formdlni zavedeni komplexnich &isel pro zajemce ve skriptech.

@ Prvek i se nazyva imaginarni jednotka.

@ Terminologie a znadeni:
e z =1z + ty...algebraicky tvar komplexniho &isla z.
e z...realna &ast komplexniho &isla z. Piseme Rez = .
e y...imagindrni &ast komplexniho &isla z. Piseme Im z = y.

@ ZtotoZfiujeme x = x + 0¢ a ¢ = 14.

Upozornéni
Realna i imaginarni ¢ast komplexniho &isla jsou redlna &islal
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Geometricka interpretace komplexnich &isel

7 L

Redlnd a imagindrni ¢ast komplexniho &isla jsou vlastné kartézské
soufadnice bodu v roviné.

y-ova osa

z=x+1y

0 T-0va osa

@ Komplexni &isla jsou geometricky body v roviné. Na rozdil od
usporadanych dvojic z R? ale umime komplexni &isla nasobit.
Tento ,,drobny detail”, ma velmi podstatné disledky.
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Velikost (absolutni hodnota) komplexniho &isla

Necht z = x + iy € C. Velikost (nebo také absolutni hodnota &
modul) komplexniho &isla z je nezdporné redlné &islo

|2l = V% + 2.

@ |z|...vzdélenost od
pocatku

@ |z| = 0 pravé tehdy, kdyz
z = 0.

Upozornéni

Nedefinujeme usporadani komplexnich &isel! MiZeme porovnavat
velikosti komplexnich ¢isel, nikoliv ale komplexni &isla mezi sebou.
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Komplexni sdruzeni

Necht z = x + iy € C. Komplexné& sdruzenym &islem k &islu 2
nazveme &islo Z = x — iy.

@ z +— Z...zrcadleni kolem
redIné osy

° |z| =z

vl

Pro kazdé z € C plati 2z = |2|2.
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Komplexi &isla a déleni

Jak vypada inverzni prvek 27! = % k z vi¢i nasobeni?

o Inverzni prvek 2! je definovan rovnosti 2~z = 1, a proto:

e pro z = 0 inverzni prvek 2z~ € C neexistuje;
e proz#0jezt =25

|z|*
e Odtud pro z # 0 dostaneme 2 = 5

T

Necht z=5—4¢a w =1+ 2i. Potom

Q:—-w=4-3i,z—w=4+3ia|z—w| =5
z 3 _ 11, z _3 z 1
Q@ :=:—%i,Re;=talm;=—%.
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Geometricky vyznam scitani, vzdalenost komplexnich &isel

z+w
v Z @ z+—> z+ w...posun v
roving€ o vektor w € C
zZ
_w\
\Z \\
e zZ—Ww e
7 @ |z — w|...vzdalenost
7 mezize CaweC
—Ww
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Goniometricky tvar komplexniho &isla

Necht z je nenulové komplexni &islo.

I

o

¢
|z| cos ¢

Z obrazku vidime, Ze z odpovida bodu (|z| cos ¢, |z|sin ) v rovin&
(vzpomeiite si na poldrni soufadnice). Mame tedy

|z| sin ¢

z = |z| (cosp +ising).

Upozornéni

Orientovany dhel ¢ neni jednoznatny (miZzeme obihat dokola ¢i
v opa&ném sméru). Na to budeme &asto narazet. ..
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Pro z # 0 zavddime nasledujici terminologii a znaceni:

@ z = |z|(cosp + isinp)...goniometricky tvar komplexniho
¢isla z.

@ ...argument komplexniho &isla z.

@ Argz={peR:z=|z|(cosp +isinp)}... mnoZina viech
argumentd komplexniho &isla z.

@ ¢ € (Argz) N (—m, | se nazyva hlavni hodnota argumentu
komplexniho &isla z a znadi se arg z.

.

At z = —1+i. Pak |2| = V2, Argz = {3F + 2kr : k € Z}
3

aargz = .

A

arg z je jednoznaZny argument (dhel) z rozsahu (—m, 7] (prévé
jeden ze v8ech moZnych argumenti leZi v tomto rozsahu).

.
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Exponencidlni tvar komplexniho ¢isla

@ Pravdépodobné jste jiZ vidéli tvz. Eulerlv vzorec:
e"? = cos p + isinp, kde ¢ € R.

@ S timto ozna&enim Ize goniometricky tvar komplexniho &isla
zapisovat mnohem Uspornéji jako:

|2|(cos @ + isinp) = |z]e'.

@ Budeme mluvit o exponencidlnim tvaru komplexniho &isla

z # 0.

Upozornéni

© vySe je redlné &islo a jeho geometrickd interpretace je
orientovany thel.
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Geometricky vyznam ndsobeni

Necht a, z # 0.
@ z > az...otoleni o Uhel ¢ a poté stejnolehlost se stfedem
v polatku a koeficientem |al.

az

@ Specialng, pokud |a| =1, pak z — az odpovida oto&eni
o dhel .
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Tvrzeni (O geometrickém vyznamu nasobeni)

Necht z,w € C jsou nenulovd a m&me ¢ € Argz a ¢ € Argw.
Potom |zw| = |z||w| a ¢ + ¢ € Arg(zw).

Dikaz: Viz prednaska. |

Tvrzeni (O rovnosti komplexnich &isel)

Necht z,w € C jsou nenulovd. Necht ¢ € Argz a ¢ € Argw.
Potom 2z = w pravé tehdy, kdyZz

|z| = |w]| a zarovefi ¥ = ¢ + 2k7 pro n&jaké k € Z.

Dukaz: Viz cvi€eni. [ |

Upozornéni

Dva ,,ndhodné" vybrané argumenty stejného komplexniho &isla se
mohou lisit o celo&iselny ndsobek 27.
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Moivreova véta

Dasledkeme geom. vyznamu néasobeni je tzv. Moivreova véta.

Véta (Moivreova véta)

Pro kazdé n € Z a ¢ € R plati
(cos ¢ +isin )" = cos(ny) + isin(nep).
Stru¢ngji:
(eitp)” — einga'

| \

UvaZme rovnici z* = —2. MnoZina viech jejich ¥eSeni je

k
{<‘/§<cos GJF%W) +isin (%+§>) :k:O,1,2,3}.

Strugnj: {é/iei(%+’“7") k=0, 1,2,3}.

A
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Zakladni identity

Tvrzeni (Zakladni identity)
Necht z,w € C. Potom

Q@ z=2z

Q z+w=2z2+w;
@zZu=zw

Q@ (£) =2, kdykoli w # 0;
Q@ 2z=|z°>0

Q |z| =[z]

Q |zw| = |z] |w];

Q || = ||§)|| kdykoliv w # 0.
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