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Motivace

. 2min , oy - -

e Fourierova fada ) >2 __cpe T " ném umoZiuje rozloZit
T > 0 periodickou funkci (signdl) do harmonickych kmitd

s frekvencemi %

o Cim v&tsi je velikost |cy,|, tim v&t3i je role frekvence 7.

@ Pro obecné (neperiodické) funkce (signély) bychom si pouze
s kmity o frekvenci 7 nevystacili, misto toho potfebujeme

zkoumat v&echny frekvence.

e Fourierova transformace nam (mj.) umoZiiuje analyzovat
neperiodické funkce (signdly), obsahuje informace o v&ech
frekvencich.

o Jde o velmi dillezity nastroj s riiznorodym vyuzitim.

e kompresni algoritmy, analyza DNA sekvenci, aplikace Shazam
(rozpoznavéni hudby), snimky no¢ni oblohy (radiové
interferometrie), analyza zemét¥eseni (stavba odolnych budov),
zobrazovaci metody v medicingé (MRI atp.), ...

@ Metody Fourierovy transformace nam také umoziiuji efektivné
Fesit Yadu diferencialnich rovnic.
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Definice, zna&eni, dvodni poznamky

Necht f: R — C. Fourierova transformace funkce f je funkce
f: R — C definovana predpisem

:/‘f@e“HLwER

konverguje-li tento integrél pro kazdé w € R.
Alternativné budeme také znadit

fw) = Z [f®)] W)

Razné zdroje, rizné definice.

° Integrély chapeme ve smyslu Cauchyovy hlavni hodnoty,
tj. [ g(t)dt = hmpHJroof R g(t)dt.

°oZ I|near|ty integrélu plyne f + g( ) = flw) + §(w)
a af( ) = af( ) pro a € C, existuje-li pravd strana.
° fje komplexni funkce redlné proménné.
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Véta (Existence a spojitost Fourierovy transformace)

Je-li funkce f: R — C absolutné integrovatelna na R, tj.

[ iora <o,

—00

potom f: R — C existuje a je to spojita funkce na R.

@ MnoZinu vSech absolutné integrovatelnych funkci na R
budeme znatit L!(R).

o Je-li f € LY(R), potom plati lim,,_,+o0 | f(w)] = 0
(tzv. Riemannovo—Lebesgueovo lemma).

@ Pro funkce, které nejsou absolutné integrovatelné, je potfeba
budovat obecn&jsi (a sloZit&jsi) teorii. Ve se da zast¥esit
pomoci tzv. teorie distribuci.
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Necht
{1, t € [—a,aq],

0, t e R\ [—a,al,

kde a > 0. Potom

5 gfinlaw) e R\ {0},
)= {2@, w =0.

.

3}[ ! ](w):ﬂe_‘”

14 ¢2

A

P¥iklad (Obraz Gaussovy funkce)

Pro a > 0 plati
2
9[ _at2i| = \/E _wll.
e (w) Le

Rada zpiisobii, jak tento obraz uréit. Prozatim to vezmeme jako fakt.

A
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Zakladni pravidla

Necht f € L*(R).
© Proa € R: F[f(t —a)] (w) = e 2T [f(t)] (w).

@ ProacR: Z [ f(1)] (w) = Z [f(t)] (w— a).
@ Proac R\ {0}: Z [f(at)] (w >= @lgzm 1(2).
Dikaz: Viz prednaska. |

Q7 [1+(t1—3)2] (w) = me~3iwelvl

x —3iw _lvl
o 9[m}(w):§e 3i% o5
Q 7

it o —3iw=l) _ Jo—1]
1+(2t 3)2 (w)y=3e" 2z e =2

]

Z ptikladu na 6. slidu vime, ze % [1+t2] (w) = me
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Obraz derivace a derivace obrazu

Véta (Derivace obrazu)

Dikaz: Viz prednéska. |

w2
F [te_4t2} (w) = —ﬁwie_ﬁ.

16

Vzpomefiime si na dileZity obraz Gaussovy funkce, ktery jsme vidéli na
6. slajdu.
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Véta (Obraz derivace)

JestlizeneNa f, f,..., f € L'(R) jsou spojité, pak

Dikaz: Viz prednaska. |

FourierGv obraz §(w) ¥eSeni diferencidlni rovnice

y"(t) +2y" () +y(t) =

1
14 ¢2
Je el

gw) =

IR

Z ptikladu na 6. slidu vime, %e & [14—%} (w) = me™ ¥,

v

Jak ze znalosti obrazu uréime vzor? l
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Inverzni Fourierova transformace a véta o inverzi

Necht f: R — C. Inverzni Fourierova transformace funkce f je
funkce f: R — C definovana predpisem

flw) = % /_ T fetat, weR,

konverguje-li tento integral pro kazdé w € R.
Alternativné budeme také znacit

flw) =71 [f()] (w).

o NezdleZi na oznaeni proménnych, podstatny je vyznam.
@ Z matematického pohledu je Four. transformace a inverzni
Four. transformace prakticky jedno a to samé.

Zname-li f, zndme také f (a obracen¥), nebot

F[f#)] (w) =207 71 [f ()] (—w).
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Véta (Véta o inverzi)

Necht f € L'(R) a také f € L'(R). Je-li f spojitd v t € R, potom

1) =771 [fw)] ®.

e Pro spojité funkce f,g € L'(R) je Fourierova transformace
.bezeztratova", tj. plati pro né: pokud f = g, potom f = g.

pPrikd |
0 7 [eM](w) = .

@ Diferencidlni rovnice
e_|t|

y'(0) - y(t) = -

ma Yedeni 1
y(t) = 1+ [the ™, tER.

Prvni obraz uréime snadno pomoci jiZ znamého obrazu z 6. slajdu a véty
o inverzi. Nemusime znovu jiZ nic poéitat.
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Konvoluce

Konvoluce funkci f: R - C a g: R — C je funkce fxg: R — C
definovand pro t € R predpisem

(F + g)(t / F(F)g(t — 7)dr,

konverguje-li tento integrél pro kazdé ¢t € R.

o Existuje-li konvoluce f x g, pak fxg=g=* f.

e Jsou-li f,g € L'(R), pak také f x g € L'(R).

o Internet je plny pé&knych vizudlnich vysvétleni. Velmi volng,
akumulujeme v8echny interakce oto¢eného vstupniho signélu ¢
posunutého do pozadovaného bodu/&asu s jadrem /filtrem f.
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Potom
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Véta (O obrazu konvoluce)

Jestlize f,g € L'(R), potom
F((f *9)®)] (@) = f@)d(w).

A

Fourieriiv obraz g(w) ¥edeni integrodiferencidlni rovnice

o0
y'(t) + / e‘”zy(t —7)dr = o=

—00
g 2
Je A .
Jlw) = .2
W+ e 4r

Vzpometime si na znamy obraz Gaussovy funkce z 6. slajdu.

.

Obraz konvoluce je soucin obrazii. A stejné to bude i u Laplaceovy
a Z transformace.

.

Fourierova transformace 14 / 16



Souvislost s Fourierovou ¥adou

Necht f: [a,a+T] — C, kde a € R, T > 0, je absolutng
integrovatelnd. Necht fr znadi jeji rozsifeni nulou, tj.

) f@), pokud t € [a,a + T,
fr(t) = {0, pokud ¢ ¢ [a,a + T.

Potom pro komplexni Fourierovy koeficienty funkce f plati

1 2mn
= t — .
en =37 15200 (352)
P¥ipomeiime si, 7e ¢, = % f:+T f(t)e*irz?"t dt.
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Komplexni Fourierovy koeficienty funkce f: [—2,2] — C
definované jako

1, tel-1,1
f(t) = {0’ te[-2,2]\[-1,1],

jsou

. 4751117(”:7")’ pron € Z \ {0},
=
2, pro n = 0.

Jeji komplexni Fourierova ¥ada tedy je

o . ™
3 Sin(’y') iz
2+ 476 27,

Vzpomeiime si na 1. pt¥iklad z 6. slidu.
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