
Komplexńı analýza
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Motivace

Fourierova řada
∑∞

n=−∞ cne
2πint

T nám umožňuje rozložit
T > 0 periodickou funkci (signál) do harmonických kmit̊u
s frekvencemi n

T .

Č́ım věťśı je velikost |cn|, t́ım věťśı je role frekvence n
T .

Pro obecné (neperiodické) funkce (signály) bychom si pouze
s kmity o frekvenci n

T nevystačili, ḿısto toho poťrebujeme
zkoumat všechny frekvence.

Fourierova transformace nám (mj.) umožňuje analyzovat
neperiodické funkce (signály), obsahuje informace o všech
frekvenćıch.

Jde o velmi důležitý nástroj s r̊uznorodým využit́ım.
kompresńı algoritmy, analýza DNA sekvenćı, aplikace Shazam
(rozpoznáváńı hudby), sńımky nočńı oblohy (radiová
interferometrie), analýza zeměťreseńı (stavba odolných budov),
zobrazovaćı metody v medićıně (MRI atp.), ...

Metody Fourierovy transformace nám také umožňuj́ı efektivně
řešit řadu diferenciálńıch rovnic.
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Definice, značeńı, úvodńı poznámky

Definice

Necht’ f : R → C. Fourierova transformace funkce f je funkce
f̂ : R → C definovaná p̌redpisem

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωt dt, ω ∈ R,

konverguje-li tento integrál pro každé ω ∈ R.
Alternativně budeme také značit

f̂(ω) = F [f(t)] (ω) .

Různé zdroje, r̊uzné definice.

Integrály chápeme ve smyslu Cauchyovy hlavńı hodnoty,
tj.

∫∞
−∞ g(t) dt = limR→+∞

∫ R
−R g(t) dt.

Z linearity integrálu plyne f̂ + g(ω) = f̂(ω) + ĝ(ω)

a α̂f(ω) = αf̂(ω) pro α ∈ C, existuje-li pravá strana.

f̂ je komplexńı funkce reálné proměnné.
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Věta (Existence a spojitost Fourierovy transformace)

Je-li funkce f : R → C absolutně integrovatelná na R, tj.∫ ∞

−∞
|f(t)| dt < ∞,

potom f̂ : R → C existuje a je to spojitá funkce na R.

Množinu všech absolutně integrovatelných funkćı na R
budeme značit L1(R).
Je-li f ∈ L1(R), potom plat́ı limω→±∞ |f̂(ω)| = 0
(tzv. Riemannovo–Lebesgueovo lemma).

Pro funkce, které nejsou absolutně integrovatelné, je poťreba
budovat obecněǰśı (a složitěǰśı) teorii. Vše se dá zasťrešit
pomoćı tzv. teorie distribućı.
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Př́ıklad

Necht’

f(t) =

{
1, t ∈ [−a, a],

0, t ∈ R \ [−a, a],

kde a > 0. Potom

f̂(ω) =

{
2 sin(aω)

ω , ω ∈ R \ {0},
2a, ω = 0.

Př́ıklad

F

[
1

1 + t2

]
(ω) = πe−|ω|

Př́ıklad (Obraz Gaussovy funkce)

Pro a > 0 plat́ı

F
[
e−at2

]
(ω) =

√
π

a
e−

ω2

4a .

Řada způsobů, jak tento obraz určit. Prozat́ım to vezmeme jako fakt.
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Základńı pravidla

Tvrzeńı

Necht’ f ∈ L1(R).
1 Pro a ∈ R: F [f(t− a)] (ω) = e−iωaF [f(t)] (ω).

2 Pro a ∈ R: F
[
eiatf(t)

]
(ω) = F [f(t)] (ω − a).

3 Pro a ∈ R \ {0}: F [f(at)] (ω) = 1
|a|F [f(t)]

(
ω
a

)
.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

1 F
[

1
1+(t−3)2

]
(ω) = πe−3iωe−|ω|

2 F
[

1
1+(2t−3)2

]
(ω) = π

2 e
−3iω

2 e−
|ω|
2

3 F
[

eit

1+(2t−3)2

]
(ω) = π

2 e
− 3i(ω−1)

2 e−
|ω−1|

2

Z p̌ŕıkladu na 6. slidu v́ıme, že F
[

1
1+t2

]
(ω) = πe−|ω|.
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Obraz derivace a derivace obrazu

Věta (Derivace obrazu)

Jestliže f(t) a tf(t) lež́ı v L1(R), pak

F [tf(t)] (ω) = i
d

dω
F [f(t)] (ω) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

Jest

F
[
te−4t2

]
(ω) = −

√
π

16
ωie−

ω2

16 .

Vzpomeňme si na důležitý obraz Gaussovy funkce, který jsme viděli na
6. slajdu.
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Věta (Obraz derivace)

Jestliže n ∈ N a f, f ′, . . . , f (n) ∈ L1(R) jsou spojité, pak

F
[
f (n)(t)

]
(ω) = (iω)nF [f(t)] (ω) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

Fourier̊uv obraz ŷ(ω) řešeńı diferenciálńı rovnice

y′′′(t) + 2y′′(t) + y(t) =
1

1 + t2

je
ŷ(ω) = − e−|ω|

iw3 + 2w2 − 1
π.

Z p̌ŕıkladu na 6. slidu v́ıme, že F
[

1
1+t2

]
(ω) = πe−|ω|.

Otázka

Jak ze znalosti obrazu urč́ıme vzor?
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Inverzńı Fourierova transformace a věta o inverzi

Definice

Necht’ f : R → C. Inverzńı Fourierova transformace funkce f je
funkce f̌ : R → C definovaná p̌redpisem

f̌(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f(t)eiωt dt, ω ∈ R,

konverguje-li tento integrál pro každé ω ∈ R.
Alternativně budeme také značit

f̌(ω) = F−1 [f(t)] (ω) .

Nezálež́ı na označeńı proměnných, podstatný je význam.
Z matematického pohledu je Four. transformace a inverzńı
Four. transformace prakticky jedno a to samé.

Poučeńı

Známe-li f̂ , známe také f̌ (a obráceně), nebot’

F [f(t)] (ω) = 2πF−1 [f(t)] (−ω).
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Věta (Věta o inverzi)

Necht’ f ∈ L1(R) a také f̂ ∈ L1(R). Je-li f spojitá v t ∈ R, potom

f(t) = F−1
[
f̂(ω)

]
(t) .

Pro spojité funkce f, g ∈ L1(R) je Fourierova transformace

”
bezeztrátová“, tj. plat́ı pro ně: pokud f̂ = ĝ, potom f = g.

Př́ıklad

1 F
[
e−|t|] (ω) = 2

1+ω2 .

2 Diferenciálńı rovnice

y′′(t)− y(t) = −e−|t|

2

má řešeńı

y(t) =
1

4
(1 + |t|)e−|t|, t ∈ R.

Prvńı obraz urč́ıme snadno pomoćı již známého obrazu z 6. slajdu a věty
o inverzi. Nemuśıme znovu již nic poč́ıtat.
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Konvoluce

Definice

Konvoluce funkćı f : R → C a g : R → C je funkce f ∗ g : R → C
definovaná pro t ∈ R p̌redpisem

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(τ)g(t− τ) dτ,

konverguje-li tento integrál pro každé t ∈ R.

Existuje-li konvoluce f ∗ g, pak f ∗ g = g ∗ f .
Jsou-li f, g ∈ L1(R), pak také f ∗ g ∈ L1(R).
Internet je plný pěkných vizuálńıch vysvětleńı. Velmi volně,
akumulujeme všechny interakce otočeného vstupńıho signálu g
posunutého do požadovaného bodu/času s jádrem/filtrem f .
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Př́ıklad

At’

f(t) =

{
1, t ∈ [−1, 1],

0, t ∈ R \ [−1, 1].

Potom

(f ∗ f)(t) =


0, t ∈ (−∞,−2] ∪ (2,∞),

t+ 2, t ∈ (−2, 0],

2− t, t ∈ (0, 2].

Fourierova transformace 13 / 16



Věta (O obrazu konvoluce)

Jestliže f, g ∈ L1(R), potom
F [(f ∗ g)(t)] (ω) = f̂(ω)ĝ(ω).

Př́ıklad

Fourier̊uv obraz ŷ(ω) řešeńı integrodiferenciálńı rovnice

y′(t) +

∫ ∞

−∞
e−πτ2y(t− τ) dτ = e−πt2

je
ŷ(ω) =

e−
ω2

4π

iω + e−
ω2

4π

.

Vzpomeňme si na známý obraz Gaussovy funkce z 6. slajdu.

Poučeńı

Obraz konvoluce je součin obraz̊u. A stejně to bude i u Laplaceovy
a Z transformace.
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Souvislost s Fourierovou řadou

Tvrzeńı

Necht’ f : [a, a+ T ] → C, kde a ∈ R, T > 0, je absolutně
integrovatelná. Necht’ fT znač́ı jej́ı rozš́ı̌reńı nulou, tj.

fT (t) =

{
f(t), pokud t ∈ [a, a+ T ],

0, pokud t /∈ [a, a+ T ].

Potom pro komplexńı Fourierovy koeficienty funkce f plat́ı

cn =
1

T
F [fT (t)]

(
2πn

T

)
.

Připomeňme si, že cn = 1
T

∫ a+T

a
f(t)e−i 2πn

T
t dt.
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Př́ıklad

Komplexńı Fourierovy koeficienty funkce f : [−2, 2] → C
definované jako

f(t) =

{
1, t ∈ [−1, 1],

0, t ∈ [−2, 2] \ [−1, 1],

jsou

cn =

{
4
sin(πn

2
)

πn , pro n ∈ Z \ {0},
2, pro n = 0.

Jej́ı komplexńı Fourierova řada tedy je

2 +

∞∑
n=−∞
n̸=0

4
sin(πn2 )

πn
ei

πn
2
t.

Vzpomeňme si na 1. p̌ŕıklad z 6. slidu.
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