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Laplaceova transformace

e Diferencidlni rovnice, typicky s po&ate¢nimi podminkami (na
rozdil od Fourierovy transformace).

e O jeji roz&iteni v podobé, kterou vidime dodnes, se postaral
zejména Gustav Doetsch (1882-1977).

Laplaceova transformace funkce f: [0,00) — C je funkce
Z[f] = F definovana pro s € C predpisem

F(s) = /0 et

konverguje-li tento integral pro alespon jedno s € C.

e Z[f] je komplexni funkce komplexni promé&nné.

@ Z linearity integrilu plyne Z[f + g] = Z[f] + Z|9]
a ZLlaf] = aZ[f], kdykoliv existuje prava strana.
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O Necht a € C. Potom .Z [e%] (s) = .
@ Specidling £ [1](s) = 1.
Q@ ProweCje
w s

Z [sin(wt)] (s) = 212 2 Z [cos(wt)] (s) = T

V.

@ Mame-li funkci f(t): R — C, relevantni je pouze jeji chovani
na [0, c0).

Funkce 1(¢): R — R definovand jako

1 kud t >0
]]_(t): ) po u p b
0, pokud ¢t < 0,

se nazyvad Heavisideova funkce. N&kdy téZ jednotkovy skok (v 0).
<

e Funkci f: R — C ztotoZiiujeme s f - 1 a také [ [[g,o0)-
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Existence Laplaceovy transformace, prostor L

@ Uvidime, Ze Laplaceova transformace existuje pro velkou t¥idu
funkci.

Rekneme, Ze funkce f: [0,00) — C je po Eastech spojita na

intervalu [0, c0), jestliZe existuji nepfekryvajici se uzav¥ené

intervaly [a;, b;] C [0,00) takové, Ze [0,00) = [J72,[a;, b)) a:
o f je spojita na kazdém otevfeném intervalu (a;,b;);

° f(aj) = limtﬁaj f(t) existuje vlastni ve vech a;,

f;) = limt_)bj_ f(t) existuje vlastni ve v3ech b;.

Rekneme, e funkce f: [0,00) — C je nejvy$e exponencialniho
¥adu, jestlize existuje « € R a M > 0 takové, Ze |f(t)| < Me™
pro kazdé t € [0, 00).

Cislo @ nazyvdme index riistu funkce f.
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MnoZinu v8ech po &astech spojitych funkei f: [0,00) — C, které
jsou nejvyse exponencidlniho Fadu, budeme znacit symbolem L.

o Jeli f,ge LypaaecC, paktaké f+g,af,f g€ Ly.

@ V3echny omezené po &astech spojité funkce na [0, 00) jsou
v Lg. Specialn& tedy konstantni funkce a funkce sint a cost.

@ Vsechny polynomy jsou v Ly.
@ e € L pro kazdé a € C.

2 L. .
Q e «i % nejsou v L.

A

Véta (O existenci Laplaceovy transformace)

Jestlize f € Lo ma index rlistu «, pak jeji Laplaceliv obraz
Z[f(t)] (s) existuje a je to holomorfni funkce v pravé poloroving
Res > a. Navic lim F(s) = 0.

S—00

seR

.
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Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace

Necht f € Lo.
© Pro a >0 plati Z[f(at)] (s) = L2 [f(1)] (2).

T a a

@ Proa e Cplati £ [e f(t)] (s) = L [f(t)] (s — a).

Dikaz je uZiteZné cvi€eni; provede se analogicky jako u Four. transformace.

V.

< [6_3it sin 2] (s) =

Viz pt¥iklad @ na 3. slajdu.

Jak je to s posunem vzoru?
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Necht f € Ly.

@ Proa>0plati Z[f(t—a)l(t —a)](s) =e L [f(t)] (s).
@ Proa>0plati Z[f(t)1(t —a)](s) = e L [f(t+a)](s).

Dikaz: Viz prednaska.

P2
VI
b o 2
VOKIER)
//‘ p
\/
0 A 7/ g‘ffz

@ Pravidlo @ odpovida
posunu vzoru, zatimco
pravidlo @ odpovida
,Ufiznuti vzoru“.

Q Z[cos(2t — 3)L(t — F)] (s) = ﬁe_%s

e—2(s—1)

Q@ Z[e'l(t—2)] (s) = ==
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Obraz derivace a derivace obrazu

Véta (O derivaci obrazu)

Jestlize f € Lg, pak
ZLfO)(s) =~ ZLf O] (s).

Dikaz: Viz prednaska. |

Pro n € Ny plati .Z [t"] (s) = S%f
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Véta (O obrazu derivace)

Necht n e N, f,f,..., f" Y e Ly jsou spojité a f( je po
Castech spojitd. Potom plati

L™ ®)](s) = s"ZLfB))(s) — 8" £(0) = s"2f'(0) — ... — fF"7D(0).
Dikaz: Viz prednaska. |

Z[f'®)](s)
Z[f"())(s)
]

Z["(®)(s)
A tak dale...

sF(s) — f(0)
2F(s)—8f() f'(0)
s°F(s) — s> f(0) — sf'(0) — £(0)

I
»

.

Laplaceliv obraz Y (s) ¥eZeni diferencialni rovnice 3 (t) + y(t) = 1
s pocateénimi podml'nky y(O) =2ay'(0)=3]je

_ 25243541 1 s
Y(S) — os(s2+1) + s2+1 + s241°

V tomto jednoduchém p¥ipadé miZeme snadno urdit vzor ze znamych obrazi.
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Hledani vzoru

o M&jme 2 [f(t)] (s) = F(s), kde f € Ly ma index ristu .

Jak ze znalosti obrazu zjistime vzor?

@ Je-li navic f spojitd s po &astech spojitou derivaci, potom

_ 1 : st
f(t) = Tmygffoo L F(s)e™ ds,

kde L, je vertikaIni dsetka s parametrizaci ¢(t) = x + it,
t € [-y,y], © > a libovolné.

o Je-lii f pouze po ¥istech spojitd, potom je t¥eba f(t)
nahradit £
@ Tento vztah se nazyvd Melliniiv inverzni vzorec. Integral na
pravé strané mizeme Casto spodlitat za vyuZiti reziduové véty.
e DilleZité bylo, Ze jsme a priori v&déli, ze F'(s) je Laplaceovym
obrazem néjaké funkce z Lyg.
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Necht F(s) je holomorfni funkce v pravé polorovingé Res > «, kde
o € R. Rekneme, %e funkce f € Ly je Laplacetiv vzor funkce F,
jestlize Z[f(t)] (s) = F(s) pro Res > a.

e PYedefinujeme-li f(¢) v kone¢n& mnoha bodech, jeji Laplaceiv
obraz se nezméni. Vzor tedy neni jednoznalny.

Véta (Lerchova vé&ta)

Necht f,g € Lo jsou zprava spojité na [0,c0) a maji stejny
Laplaceliv obraz. Potom f = g.

@ Laplaceova transformace je pro zprava spojité funkce z Ly
,bezeztratova".

o Je-li Laplaceilv vzor f(t) funkce F'(s) spojity zprava, budeme
psat f(t) = £ [F(s)](t).
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Viz Laplaceovy obrazy na 3. a 8. slajdu.

Zname-li néjaké obrazy, zname také né&jaké vzory.

Tvrzeni (Laplacelv vzor raciondini funkce)

Necht F(s) = 5 je racionani funkce takovd, Ze st Q > st P.
Necht z1,...,2, € C jsou viechny pély funkce F(s). Potom

n

LF(s)|(t) = ) rese—s, F(s)e™
k=1

pro kazdé t € [0, 00).
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Regeni diferencilni rovnice
y'(t) + 2y (t) = e
s potate¢nimi podminkami y(0) = ¢/(0) =0 je
1 2t+1 _g

v =3 -3¢

— 0

1
3 10 20 30 40

K zjidt&ni, Ze se ¥eSeni ustaluje u hodnoty 1, sta&i znalost obrazu (uvidime).

.
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— e 7

Jak vypadd Laplaceliv vzor k funkci F(s) = 57

Upozornéni

| m
.

Chybné pouziti metody s¢itdni rezidui (nap¥.) na funkci
F(s) = %; dava chybny vzor f(t) =t — 1. Sprdvn& oviem je
fO=@¢t-DL(t—-1)...

A

Hleddme-li vzor k funkci F'(s) = G(s)e™ %, kde a > 0, nejprve
najdeme vzor ¢(t) k funkci G(s). Hledany vzor f(t) potom je
f(t) =g(t —a)1(t — a), coz plyne z pravidla o posunu vzoru.

1. pravidlo na 7. slajdu.

|

5s

[0 = (- B2 o)y
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Konvoluce

Necht f,g € Ly. Konvoluce funkci f a g je funkce
(f*g): [0,00) — R definovana predpisem

(f * 0)(t /f gt — 7)d

e Jsou-li f,g € Lo, pak také (f xg) € Lo a max{«, $}, kde «
je index rlstu f a B je index rlstu g, je index ristu f * g.

o Konvoluce je komutativni, tj. f*xg =g f.

@ P¥i ztotoznéni fags f-1 ag-1 se jedna konvoluci tak, jak
jsme ji vidéli u Fourierovy transformace.

Véta (O obrazu konvoluce)

Necht f,g € Lg. Plati
Z[(fxg)®)](s) = Z[f(®)] () L [9()] (s) -

Laplaceova transformace 15 / 20




Necht yo € R. UvaZme integrodiferencidlni rovnici

t
y'(t) = / y(7) cos(t — 7)dr
0
s potatedni podminkou y(0) = yo. Tato tdloha ma pro ¢t > 0 ¥eSeni
Yo ,9

y() =yo+ S t"

.

@ Funkce 1(t) neni jednotkovy prvek operatoru konvoluce, jak
by znateni mohlo mylné& evokovat. Nap¥. 1(¢) * 1(¢t) = t1(¢).
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Laplaceliv obraz periodické funkce

Véta (O obrazu periodické funkce)

Necht f € L je periodickd na intervalu [0, 00) s periodou T > 0.
Potom

T —st
210 () = 2O

= — 2 [FOAE) ~ 1 =T (s).

) ) Gd-1(4-1)

Hledame-li Lap. obraz T > 0 periodické funkce, najdeme obraz
.generujici periody" a pod&lime ho faktorem 1 — =57
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Uvazme T = 2 periodickou funkci f(t), kterd je na intervalu [0, 2)
dana predpisem

Rt prot € [0,1),
1 = {0, prot € [1,2).

Potom
LU (s) = ——
s) = .
s(1—e29)
V.
0.6 7'@)
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O pocatecni a koncové hodnoté

M&jme obraz ¥edeni dif. rovnice Y (s) = m Aniz bychom
hledali YeSeni, jakd je pocatedni hodnota Fedeni y(0) a k jaké

hodnotg se ¥eSeni ustaluje (pokud viibec)?

Véta (O potate¢ni a koncové hodnot&)

Necht f(t) € Lo.
Q Plati f(07) = lim sF(s).
seR
@ LeZi-li v8echny pdly F'(s) v levé poloroving Re s < 0 nebo
v po&atku, potom tlim f(t) = lim sF(s).
—00

s—0t
seR

o Odpovéd na otdzku tedy je y(0) =0 a lim y(t) = 1.
t—o0

@ Porovnejte to s feSenim dif. rovnice na 13. slajdu (zadany
obraz je obrazem oné rovnice).
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o Dalsi Casty typ funkce, na ktery Ize Uspésné aplikovat metodu
,,s¢itani rezidui*.

P(S) 1 )

) 1—e—sT

Tvrzeni (Laplacelv vzor funkce G

Necht T > 0 a F(s) = ggzg — =1, kde P,Q jsou polynomy
2k7m

spliiujici st @ > st P. Oznalme z, = pro k € Z a necht
w1, ..., Wy, jsou viechny kofeny polynomu Q, které nejsou mezi z.
Potom funkce

n
= Z T€Ss=u); F(s)e® + Z ress—,, F(s)e™
j=1

je Laplaceovym vzorem funkce F(s).

At F(s) Laplaceiv vzor k této funkci je

2k7rzt

1 —t
f(t)_1—e + Z 2kmi+ 1
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