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/-transformace

@ Diskrétni analogie Laplaceovy transformace umoZiiujici vyuZiti
metod (komplexni) analyzy pro fedeni diskrétnich probléma.

o Zakladni idea zndma jiz Laplaceovi, ,.znovu objevena*
W. Hurewiczem a dal¥imi b&hem /po 2. svétové vilce
v souvislosti s Fidicim systémem radaru.

Z-transformace posloupnosti (a,)52, komplexnich &isel je funkce
Z [an) (2) = F(z) definovand jako
o0 an

F(z) = Zz—n, z € U(o0),

konverguje-li tato Laurentova ¥ada na okoli co.

@ Z-transformace posloupnosti je komplexni funkce komplexni
promé&nné definovand na (maximalnim) okoli co.

e Z linearity Yad plyne 2 [aay] (2) = a2 [a,] (2)
a Zlan +by](2) = Zan] (2) + Z [bn] (2), existuje-li pravd
strana.
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@ Pro a € C plati

%
Z " =
[Oé ](Z) zZ—
pro |z| > |a|. Specidlng:
%
Z[1 =
[1] (2) -1
pro |z| > 1.
@ Pro w € C plati
z sinw

Z [sin(wn)] (z) = 22 —2zcosw+ 1’

22 — zcosw

Z [cos(wn)] (z) = 22 —2zcosw+ 1’

pro |2] > el™m«l.

©Q Jest

pro |z| > 0.
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Existence Z-transformace, prostor 7

Rekneme, 7e posloupnost (@) o komplexnich &isel je nejvyse
exponencialniho ¥adu, jestlize EXIStu_je a € R a M > 0 takové, Ze
|an| < Me*™ pro kazdé n € Ny.

MnoZzinu v8ech komplexnich posloupnosti, které jsou nejvyse
exponencialniho ¥adu, zna¢ime symbolem Zj.

@ Jsou-li (an)22y, (bn)22, € Zp a o € C, pak také
(an =+ bn)pZo, (@an)plo, (anbn)ily € Zo.

© Kazda omezena posloupnost je v Zj.

@ Jeli k € Ny, pak (n*)>2, € Zy. Tedy také (P(n))>2, € Zo
pro kazdy polynom P.

© (n!)2y ¢ Zo nebo (n")22y ¢ Zo.
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Véta (O existenci Z-transformace)

Z-transformace posloupnosti (a, )52, komplexnich &isel existuje
pravé tehdy, kdyZ (a,)5, € Zo.

Existuje-li, je 2 [ay] (2) holomorfni funkce na okoli oo s vlastni
limitou v oo.

o Jsou-li (an)22 . (bn)o2, € Zy riizné posloupnosti, jsou jejich
Z-transformace také rizné.

@ Z-transformace je tedy ,bezeztratovd".

e Ptirozend otdzka (na kterou si odpovime pozdgji):

Je kaZda holomorfni funkce na okoli 0o s vlastni limitou v co
Z-transformace néjaké posloupnosti ze Z,?
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Zakladni vlastnosti Z-transformace

Tvrzeni (O 3kélovani vzoru)

Necht (a,)?, € Zp a a € C\ {0}. Jest

z

F [aap] (2) = Z [an] (a) .

Dikaz: Viz prednéska. |

% [3" sin <gn>} (2) = zzgﬁ

Viz pfiklad @ na 3. slajdu.
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Véta (O derivaci obrazu)

Jestlize (an)pe € Zo, pak

% [nay) (2) = —z%ff [an] (2) .

Dikaz: Viz prednaska.
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@ Diskrétni analogii derivace jsou diference, nap¥. a,4+1 — .

Véta (O obrazu posunuté posloupnosti, posun vlevo)

Jestlize (an)pey € Zo a k € N, pak

ai ag—1
Z [anta] (2) = (2 [on] () —a0 - = — ... - 571)
=k [an] (2) — ap2® —a12F N — . —ap_q2.
Dikaz: Viz prednéska. |

Z [an+1] (2) = 2F(2) — apz
Z lan+2] (2)

Z lants] ()
A tak dale. ..

22F z) — apz® — a1z

(
2BF(2) — ag2® — a12% — asz

.

’ [ﬁ] (2) = 22e% — 22 — 2.

Z-transformace 8/ 16

\.




Obraz ¥eSeni diferen&ni rovnice

Yn+2 — 3yn+1 + 2y, =0

spliiujici po¢ateéni podminky yo =1 a y1 = 2 je

@ V tomto jednoduchém p¥ipad€ mizeme snadno vzor
~uhddnout" (viz ptiklad @ na 3. slajdu).

Reseni diferenéni rovnice vyse je

yn = 2", n € N.
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Inverzni Z-transformace

MnoZinu v8ech holomorfnich funkci na (maximalnim mozném)
okoli oo s kone¢nou limitou v co budeme znadit H,.

e KaZdou funkci F'(z) € Hoo lze rozvinout do Laurentovy ¥ady
o0

F(z) = o, z € U(o0).

n=0

Véta (O existenci vzoru)

Ke kaZdé funkci F' € H existuje posloupnost (ay)o, € Zo
takovd, Ze Z [ay] (2) = F(z).

Odpovéd na otdzku z 5. slajdu je tedy ,,ano". Kombinaci s v&tou o existenci

Z-transformace dostdvame, Zze Z-transformace je (linedrni) bijekce mezi Zp a Ho. )

Inverzni Z-transformace funkce F' € H, je posloupnost
(an)o o € Zp takova, ze Z [ay] (2) = F(2).
Budeme znatit a, = 21 [F(2)] (n).

A
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O Inverzni Z-transformace funkce F'(z) = 575 je

. 1 % . (—2)’c pokud n = 3k + 2 pro k € Np,
an = Z [2+ 23] (n) = {o jinak,

.
(an)2> = (0,0,1,0,0,—2,0,0,4,0,0,—8,0,...).

@ Inverzni Z-transformace funkce F(z) = cos (1) je

_ 1k
an =27 [COS <1>] (n) {(@3 P 0 & 2l Blie 5 & gy
. =

z 0 jinak,

tj.

1 1 1 1 1
o _ . _ . -
(an)n:O_ <1'7O7 2!)0) 4!707 6!,0, 8",0,)
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o Dalsi moZnosti je vyuZit integralniho vyjad¥eni koeficientd
v Laurentové rozvoji.
e Mg&me F(z) € Hy a uvaZzme jeji Laurentlv rozvoj na
o

okoli oo, tj. F(2) = %, z € U(00). Koeficienty (an)pg,
n=0
coz je hledand inverzni Z-transformace funkce F'(z), maji

integralni vyjad¥eni
1 n—1
anp = — [ F(z)z" " dz, n €Ny,
2mi Jo
kde C je (libovolna) kladn& orientovand Jordanova kfivka
leZici v U(o0), kde je F'(z) holomorfni.
@ Tento integral |ze spoditat za vyuZziti reziduové véty, jsou-li
splnény jeji predpoklady.
@ Reziduovou vétu Ize pouZit nap¥. je-li F' € H,, holomorfni na
C aZ na kone¢n& mnoho izolovanych singularit. Specidln& tedy

v pHpadé racionalnich funkei F(z) = ggg kde st Q > st P.
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Tvrzeni (Inverzni Z-transformace metodou rezidur)

Necht F' € H, je holomorfni na C aZ na kone&n& mnoho
izolovanych singularit Potom pro n € Ny plat|'

an = Z1[F(2) g res,, F' n=l

kde z; jsou viechny izolované smgulanty funkce F(z)z" 1.

Inverzni Z-transformace funkce

z
Flz)=——+—
C) = e T3p
je
2" 5n—3 n
an—%+7—5(—3) , n € Np.
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@ PouZivdme-li metodu rezidui, nékdy je potfeba prvnich par
koeficientii inverzni Z-transformace uréit zvlast. UkdZeme si
to na typickém ptikladu nultého ¢len ag.

Inverzni Z-transformace funkce F'(z) = Z_i je

ao =2 [F(2)] (0) =1,
an =ZL[F(2)] (n) =4"1 pro kazdé n € N.

Faktor 27 1|,—0 = 271

pro n > 1 jiz nevyskytuje.

nam zde vyrobi neodstranitelnou singularitu v 0, ktera se

v

o Existuji také jisté limitni vzore€ky pro inverzni Z-transformaci.
Specidln& pro ag je velmi jednoduchy, a to

ap = lim F(z).
Z—00
o Casto nas ovdem ag ani nezajima. Nap¥. proto, protoZe ag uz

vstupné vime (po&ateéni podminka dlohy).
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Konvoluce

Konvoluce posloupnosti (a,)52 a (by,)52 je posloupnost
(n)2g = (an)og * (bn)o . jeiiz koeficienty jsou definovany jako

n
Cp = Zakbn_k pro kazdé n € Ny.
k=0

@ Obtas budeme kréatce psat ¢, = a,, * by,.
o Jednd se o diskrétni analogii konvoluce, kterou jsme jiz vidéli
u Laplaceovy transformace.

Pro kaZzdou (ay)5, plati
(an)orp *(1,0,0,0,0,...) = (ap, a1, a2, as,...)
(an)nep *(0,1,0,0,0,...) = (0,a0,a1,az,...)
(an)nep *(0,0,1,0,0,...) = (0,0,ap,a1,...)
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Véta (O obrazu konvoluce)

Jestlize (an )5, (bn)22y € Zo, potom (an)o * (bn)22y € Zo
a plati
Z [an x by) (2) = Zan] (2) Z [by] (2) .

Regenf (a,,)2, tlohy

n
Z a3k = 4n pro kazdé n € Ny
k=0

je
ag =2 [F(2)
an =Z 1 [F(2)

(0) =1,
(n) =4"! pro kazdé n € N.

]
]

Viz ptiklad na 14. slajdu.
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