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Funkce komplexni promé&nné

Necht D C C. Zobrazeni f: D — C se nazyvad komplexni funkce
(komplexni prom&nné).

@ Protoze hodnoty komplexni funkce lezi v C, miZeme pro
kazdé z = x + 1y € C psat

f(z) = u(.ilf, y) + iv('%@/)a

kde u, v jsou redlné funkce dvou redlnych proménnych.

Necht f(2),u(z,y) a v(x,y) jsou jako vySe. Funkci u nazyvdme
realnd &ast funkce f a piSeme Re f = u. Funkci v nazyvame
imaginarni ¢ast funkce f a piseme Im f = v.

Upozornéni

Redlnd i imaginarnd &ast funkce jsou redlné funkce.
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Uvazme funkci f(z) = 22. RedInd &ist funkce f je
u(z,y) = 22 — y? a imagindrni ¢st je v(z,y) = 2xy.
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Okoli bodu, oteviené mnoZiny a oblasti

Necht zp € Cae > 0.
@ MnoZinu U(zp,e) = {z € C: |z — 29| < €} nazyvame okoli
bodu z; s polomérem e.

@ MnoZinu
P(Zo, )— (Zo, )\{Zo} {ZGC 0<|Z—Zo|<€}
nazyvame prstencové okoli bodu z; s polomérem e¢.

@ Nebude-li nutné znat konkrétni polomé&r (prstencového) okoli,
pak budeme stru¢ngji psat jen U(zp) a P(2o).

U(zp,€) je otevieny kruh se stfedem v zy a poloméru €. P(zp,¢)
vznikne tak, Ze z tohoto otevfeného kruhu odebereme jeho stfed.
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Necht M C C. Rekneme, e M je:
@ oteviena, jestlize pro kazdé z € M existuje U(z) tak, Ze
U(z) C M;
@ oblast, jestliZe je otevienad a kazdé dva body z mnoZiny €2 Ize
spojit lomenou ¢&arou leZici v 2.

\

@ C, 0, U(2) a P(z) (pro kazdé z € C) jsou oblasti.
@ C\{z€C:Rez<0,Imz=0} je oblast.

@ Jeli G C C oblast/oteviend, pak také G \ {z1,...,2n} je
oblast/otevfend pro kazdé z1,...,2, € C, n € N.

Q U(—1,1)UU(1,1) je oteviend, ale neni to oblast.

.

@ Dalsi pojmy jako hranice, uzavér, uzavfené mnoZziny,
...a vztahy mezi nimi jsou stejné jako v R2.

Komplexni funkce komplexni prom&nné 5/15



Rozsifend komplexni rovina

Upozornéni

V komplexni analyze nemdme 400 a —oo jako v redlné analyze!

@ V komplexni analyze se sice zavadi jistym zplsobem prvek
nekone&na (&mZ vznikne tzv. rozsitend komplexni rovina), my
se ale obejdeme bez toho.!

!N&co malo usly$ime u Z-transformace na konci semestru.
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Limita a spojistost

Necht zp € C a f je komplexni funkce definovand na P(zp).
Rekneme, 7¢ f ma limitu L € C v bod& z, jestlize ke kazdému
okoli U(L) existuje prstencové okoli P(zy) takové, Ze kazdy bod
z € P(zp) se zobrazi do U(L). Pi¥eme

lim f(z) = L.

Z—r20

Necht 2o € C a f je komplexni funkce definovand na U(z).
Rekneme, Ze f je spojita v bodé z, jestlize

lim f(z) = f(0).

Z—r20

Rekneme, Ze f je spojitd na mnozing M C C, jestlize je spojitd v
kaZdém bodé mnoZiny M.
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Necht L € C a f(z) = u(z,y) + iv(x,y) je komplexni funkce
definovand na P(zp). Oznatme L = A+ iB € C a zg = xo + 1yo-
Potom le f(2) = L pravé tehdy, kdyz

2—20

lim u(z,y) =A a lim v(z,y) = B.
(z,y)—(z0,y0) (=9) (z,y)—(z0,y0) (@9)

@ Limita komplexni funkce je jednoznaénd, pokud existuje.

@ Pravidla pro zachazeni s limitami jsou obdobna jako v redlném
ptipadé (limita sou¢tu a soutinu, limita sloZené funkce, ...).

o f(z) =u(x,y) +iv(z,y) je spojita pravé tehdy, kdyz u(z,y)
a v(x,y) jsou spojité (jako redlné funkce dvou redlnych
promé&nnych).

Konstantni funkce, z" pron € N, Rez, Im z, Z a |z| jsou spojité
funkce na C.
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Derivace

Upozornéni

U pojmu derivace za&inaji zdsadni odlisnosti od redlné analyzy.

Necht zp € C a f je komplexni funkce definovand na U(zg). Pokud
existuje vlastni limita

lim f(z0+h) — f(20)
h—0 h ’

pak jeji hodnotu nazyvdme derivaci funkce f v bodé& zy. Znadime

ji f'(20) nebo L (z).
Existuje-li f'(20), pak ¥ikdme, Ze f je diferencovatelnd v bod& z.
v

Vy&si derivace definujeme jako v redlné analyze rekurzivng:
o fO(z) = f(z0).
o fM(z) = (f" V) (2) pron € N.
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Jsou-li f a g diferencovatelné v bodé& z, potom:
Q@ (f+9)(2)=f(2)+d(2)
@ (f9)'(2) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2);
o (ﬁ)/ () = f’(z)g(Z)—(f)(Z)g’(Z)v je-li g(z) % 0.

g%(z

Q Je-li g diferencovatelnd v bodé z a f diferencovatelna v bodé&

9(2), pak (f o g)'(2) = f'(9(2))d'(2).

Uvazme funkci f(z) = 2™, kde n € N. Potom pro kazdé z € C je

f'(z) = nz"L.

@ Diferencovatelnost implikuje spojitost.
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Cauchyovy-Riemannovy podminky

Véta (Cauchyovy-Riemannovy podminky)

Necht f(z) = u(z,y) + iv(z,y) je komplexni funkce definovani na
n&jakém okoli bodu 2y = xg + iyy € C. Necht u a v maji spojité
parcidlni derivace v bod& (x¢,yo). Potom f je diferencovatelnd

v bodé& zy = zg + 1y pravé tehdy, kdyZ jsou splnény

tzv. Cauchyovy-Riemannovy podminky:

ou ov
%(9«“0,2/0) = @(mojyo),
ou ov

?y(x(]:y()) = _%(fUOJJO)-

V takovém pFipadé& navic plati, Ze

ou ov
/ _ o=
f'(z0) = 2 (0, 30) + iz (20, 40)- |
Diikaz: Viz pfednagka (¥ast o nutnosti C-R podminek). |
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© Funkce f(z) = Rez je spojitd na C, ale neni diferencovatelnd
v zadném bodg& z € C.

@ Funkce f(z) = |2|? je spojita na C, ale je diferencovatelnd
pouze v bod& z = 0, kde plati f/(0) = 0.

Casto i na prvni pohled ,,pékné a rozumné* funkce nejsou
v komplexni analyze diferencovatelné.

A

.
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Holomorfni funkce

Komplexni funkce f se nazve holomorfni na oteviené mnoziné
Q) C C, jestlize je diferencovatelna v kazdém bodé z € ().
Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

@ Polynom f(2) = an2™ + an_12""1 + -+ a1z + ag, kde
Gn,---,a9 € C an € Ny, je celistvd funkce.

@ RaciondlIni funkce f(z) = gg; kde P, Q jsou polynomy

a @ # 0, je holomorfni funkce na svém defini¢nim oboru

D={zeC:Q(z) #0}.

.

A
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Harmonické funkce

< |
<
<
<

Necht © C R2 je otevfend mnozina. Rekneme, Ze redlna funkce ®
definovana na €2 je harmonicka na ), jestlize ® ma spojité druhé
parcidlni derivace na Q2 a A® =0 na (.

Pripomenme si, Zze Laplacelv operdtor A je definovan jako
AP =224 22

UvaZme ceIistvou funkci f(2) = 22. Jeji redlna

4

u(z, y) = 2% — y? a imaginarni &st v(z,y) = 2y jsou harmonické
na R2.

.

Necht f je holomorfni na otevfené mnozing 2 C C. Potom redlna
a imaginarni &ast funkce f jsou harmonické funkce na €.

.

Dikaz: Viz prednaska. |
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Je dédna funkce u(z,y) = 22 — y? + , (z,y) € R2.

@ Funkce u je harmonicka na R2.

@ Viechny funkce v na R? takové, ¥e f = u+ iv je celistvd, jsou
tvaru v(z,y) = 2zy + y + K, kde K je libovolna redlnd
konstanta.

v

@ Funkce v jako vy3Se se nazyva harmonicky sdruZena funkce k wu.

@ Obecn& nemusi existovat k zadané harmonické funkci
harmonicky sdruZzend funkce.

e Na tzv. jednoduge souvislych oblastech (dileZita podttida
oblasti, bude pozdgji) ale existuje harmonicky sdruzend funkce
vzdy.
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