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Exponenciála

Definice

Komplexńı funkce ez = ex(cos y + i sin y), z = x+ iy ∈ C, se
nazývá exponenciálńı funkce (krátce exponenciála).

Př́ıklad

Re (e5+4i) = e5 cos 4, Im (e5+4i) = e5 sin 4 a |e5+4i| = e5.
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Eulerova identita:
eiπ + 1 = 0
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Tvrzeńı

Pro všechna z, w ∈ C plat́ı

1 ez+w = ezew;

2 |ez| = ex, kde x = Re z;

3 ez ̸= 0;

4 e−z = 1
ez ;

5 Pro n ∈ Z plat́ı (ez)n = enz;

6 ez = ez;

7 ez = ew právě tehdy, když w = z + 2kπi pro nějaké k ∈ Z.

Důkaz: Viz cvičeńı. ■

Upozorněńı

Zat́ımco v reálném oboru je exponenciála prostá funkce,
v komplexńım oboru je periodická!

Tvrzeńı

Exponenciála je celistvá funkce a plat́ı (ez)′ = ez pro každé z ∈ C.
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Goniometrické funkce

Z Eulerova vzorce pro x ∈ R plyne

sinx =
eix − e−ix

2i
, cosx =

eix + e−ix

2
.

T́ım je motivována definice goniometrických funkćı
v komplexńım oboru.

Definice

Komplexńı funkce sin z = eiz−e−iz

2i , z ∈ C, se nazývá sinus.

Komplexńı funkce cos z = eiz+e−iz

2 , z ∈ C, se nazývá kosinus.
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Př́ıklad

cos(2i) = e−2+e2

2 a | cos(2i)| > 3.

Tvrzeńı

sin z = 0 právě tehdy, když z = kπ pro nějaké k ∈ Z.
cos z = 0 právě tehdy, když z = π

2 + kπ pro nějaké k ∈ Z.
(sin z)′ = cos z a (cos z)′ = − sin z pro každé z ∈ C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Obecněji, množina řešeńı rovnice sin z = a, kde a ∈ [−1, 1],
v komplexńım oboru je stejná jako v reálném oboru. Stejně
pro cos z = a.

Plat́ı analogické identity jako v reálném p̌ŕıpadě
(sin2 z + cos2 z = 1, součtové vzorce, . . . ).

Obdobně jako v reálném p̌ŕıpadě můžeme definovat funkce
tangens a kotangens.
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Logaritmus

Př́ıklad

Necht’ z ∈ C \ {0}. Komplexńı č́ıslo w je řešeńım rovnice ew = z
právě tehdy, když w = ln |z|+ iφ pro φ ∈ Arg z.

Definice

Komplexńı funkci ln z definovanou pro z ∈ C \ {0} jako
ln z = ln |z|+ i arg z nazýváme hlavńı hodnotou logaritmu.

Podobně jako jsme měli hlavńı hodnotu argumentu a množinu
všech argument̊u, máme hlavńı hodnotu logaritmu a mohli
bychom zavést množinu všech logaritmů č́ısla z ̸= 0 jako

Ln z = {ln z + 2kπi : k ∈ Z} .
Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme obvykle ř́ıkat pouze

”
logaritmus“ ḿısto hlavńı hodnoty logaritmu.

Př́ıklad

ln(1) = 0, ln(−1) = iπ, ln(i) = iπ2 .
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Upozorněńı

Funkce ln z neńı spojitá v žádném bodě množiny
{z ∈ C : Re z ≤ 0, Im z = 0}. T́ım sṕı̌se ani diferencovatelná.

Tvrzeńı

Komplexńı funkce ln z je holomorfńı na

Ω = C \ {z ∈ C : Re z ≤ 0, Im z = 0}

a pro každé z ∈ Ω plat́ı (ln z)′ = 1
z .
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Pozor na logaritmus

Př́ıklad

Pro z = w = ei
3
4
π je ln(zw) = − iπ

2 ̸= 3iπ
2 = ln z + lnw.

Upozorněńı

Obecně neplat́ı ln(zw) = ln z + lnw, ani ln(zn) = n ln(z).
Vzorečky pro logaritmus, které znáte z reálné analýzy, tedy
nepouž́ıvejte, nejedná-li se o kladná reálná č́ısla.

Př́ıklad

ln
(
e2πi

)
= 0 ̸= 2πi.

Upozorněńı

Plat́ı eln z = z pro každé z ∈ C \ {0}, ale obecně neplat́ı ln ez = z.
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