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Mocninné fady — motivace

@ Z redlné analyzy vime, Ze

o0 n

x

x_ — 1

e’ = gon' T}ggoTn<$), x € R,
n=

kde T),(z) je (tzv. Tayloriv) polynom

1 1
Tu(w) = 1o+ 5o 4o+ a”

o Cim vy&si stupeni, tim lepsi
aproximace a na vétsim
okoli 0.

T 3 Co o Ne vZdy je to ale takto
pékné. ..

-5
7,06 — () — 1,(x)
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e Zkusme nahradit funkci f(z) = ﬁ

polynomem T, (z) = f(0) + f'(0)x + --- + f“:;(o) ey
@ Pro jaké hodnoty x € R plati

x € R, jejim Taylorovo

[e.e]

1 n_2n .
—_— — = ?
22 Z( )"z nlLrgOTn(x)
n=0
@ Z obrazku vidime, Ze na celém R asi ne. D3 se ukazat, Ze to
plati jen pro x € (—1,1).

29

o Kde je problém? Cim se liéf
x 1 -
e’ a o

@ Obé funkce jsou nekoneéné

diferencovatelné na R. ..

4

. Ty(x) —— Tglx) —— T,(x)
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Mocninné fady — zakladni definice

Rada tvaru
o0
Z an(z — 20)",
n=0

kde z € C je komplexni prom&nnd, se nazyvd mocninna fada se
stfedem zy € C a koeficienty a,, € C.

@ 2y ...stfed mocninné fady
o Cisla an, n € Ny, jsou koeficienty mocninné fady.
@ Formdlné se jednd o nekone¢ny polynom

o0
Z an(2—20)" = ap+a1(z—20)+az(2—20)*+az(z—2) +- - -

n=0
o0
@ Pro kazdé pevné z € C je ) an(z — 20)" &iselnd ¥ada
n=0

komplexnich &isel. P¥irozend otdzka potom je, kdy (tj. pro
jaké z € C) takovy nekoneny soulet &isel , dava smysl|".
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@ Pojmy jako soulet, (absolutni) konvergence, divergence
atp. jsou pro &iselné fady v komplexnim oboru stejné jako
v redlném oboru.

o Mg&jme &iselnou Yadu Y 0 cp.
Zakladni pojmy:

® Sy =Y p_gCk...n-ty EasteEny soutet Yady > c,.
o (5n)5%. .. posloupnost Eastegnych soutti Yady > c,.

@ Ma-li posloupnost &astegnych souttd Yady > > ¢, limitu
s € C, tak jeji hodnotu nazyvame soucet fady >~ c,.

@ Rikdme, Ze Yada > ° , ¢, konverguje, jestlize existuje jeji
soulet. V opaéném ptipadé fikime, Ze fada diverguje.
© Jestlize konverguje fada > |cn|, potom Fikdme, Ze Yada
o . 3
> e Cn konverguje absolutné.

o JestliZze ¥ada konverguje absolutné, potom konverguje.
@ Absolutni konvergence je ,vyrazné lepsi* zpiisob konvergence.
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@ Znovu si pfipomefime, Ze dosadime-li do mocninné ¥ady
n&jaké pevné z € C, vznikne ndam &iselna Yada.
@ Mocninnd ¥ada ndm tedy vlastné definuje komplexni funkci,

ktera je definovand pro ty z € C, pro které vznikla &iselna
fada konverguje (tj. ma soulet).

Jestlize mocninnd fada Y 7 an(z — 29)" konverguje v kazdém
bodé& mnoziny M C C, pak jejim souétem na M rozumime funkci
f(z) definovanou predpisem

f(z) = ian(z —29)", z€ M.
n=0

o P¥ipometime, #e 20 = 1 pro ka?dé z € C. Specialn& 0° = 1.

e Mocninnd Yada > 7 an(z — z0)™ vZdy konverguje ve svém
stfedu z = 2.
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Obor konvergence mocninnych ¥ad

Existuje néjaky ¥ad a potadek v tom, kde konverguje mocninna
¥ada? Nebo je to zcela ,,ndhodné"?

P¥iklad (Geometricka ¥ada)

Je ddna mocninnd ¥ada )7 2"

@ Pro kazdé z € C splitujici |z| < 1 fada ) 2 ;2" konverguje

absolutn& a plati
= 1
Sme
n=0 —Z

Q@ Pro kazdé z € C splitujici |z| > 1 Yada > ;2™ diverguje.

@ Geometricka ¥ada, coz je mocninna ¥ada se stfedem zy = 0,
tedy konverguje absolutné uvnit? kruhu se stfedem zp =0
(a polom&rem 1) a diverguje vné&. To neni nihoda. ..
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Polomér konvergence a kruh konvergence

Véta (O poloméru konvergence mocninné ¥ady)

Necht > jan(z — 20)" je mocninnd Yada. Existuje pravé jedno
R € [0, +00] takové, Ze soutasng plati:
@ fada > ;an(z — 2z0)" konverguje absolutn& na mnoZin&
{z€C:|z— 2| < R};
@ fada > o jan(z — z)" diverguje na mnoZin&
{z € C:|z— 2> R}.

v

Cislo R nazyvame polomér konvergence mocninné ¥ady
>0 o an(z — 20)™. MnoZinu U(zg, R) nazyvdme kruh
konvergence mocninné fady.

.

Mocninné fady 8 /15



e Je-li R € (0,00), mocninnd ¥ada konverguje absolutné na
kruhu U(z0, R), ., “ se d&je na hrani¢ni kruZnici
a diverguje vné.

absolutn& konverguje, diver-
guje,

@ Je-li R = 400, mocninnd ¥ada absolutné konverguje viude
na C. Tedy ,zelend je celd komplexni rovina®.

e Je-li R =0, mocninnd ¥ada diverguje viude na C\ {zp}. Tedy
»Cervené je vie kromé stfedu zp".
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@ Casto jsou mocninné ¥ady v ,,nekanonickém tvaru". Nap¥.

00
Zn2(2_5)2n: 4+
n=1

Tato Yada m3 (rozepsany) kanonicky tvar

0+0(2—5)+ +0(z—5)+ +0(2—5)°+ +- -

(e.e]
Az D" (412" %
Mocninna ¥fada ) % md stfed zp = —1 a polomér

n=0
konvergence R = /3. Jeji soutet f(z) = Y %7?1)2” na kruhu
n=0

konvergence je f(z) = m pro |z + 1] < V/3.

.

Mocninné ¥ady jsou na svém kruhu konvergence vlastné
,nekone¢né polynomy“. Co vie s nimi miZeme délat jako
s polynomy?

.
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Operace s mocninnymi ¥fadami

Tvrzeni (mocninné ¥ady s¢itdme jako polynomy)

Necht > jan(z — 29)" ma polom&r konvergence R,
a Y 2 gbn(z— 20)" ma polomé&r konvergence Ry. Potom

mocninnd fada Y > (an + bn)(z — 20)™ ma polomé&r konvergence

alespoii R = min{ Ry, R2} a plati

o0

Z(an—}—b (z — zo)" Zanz—zo —G—Zb z—2z)"

n=0

@ Pokud R; # Ro, pak ma mocninnd ¥ada
Yoo olan +bn)(z — 20)™ polomér konvergence pravé
R = min{R;, Ra}.

@ Mocninné ¥ady miiZeme na jejich kruhu konvergence také
nasobit jako polynomy.
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Véta (Derivovéni €len po &lenu)

Necht ma ¥ada Y o jan(z — 29)" polom&r konvergence R > 0.
@ Jeji souet f(z) je holomorfni funkce na U(zp, R) a plati
f'(2) = Y02 nan(z — 20)" " na U(z, R).
Q > nay(z— 20)" "' ma opé&t polom&r konvergence R.
£ (20)

n!

O Koeficienty a,, spliiuji a,, = pro kazdé n € Ny.

A

Véta (Integrovani &len po &lenu)

Necht m3 fada Y 2 an(z — 29)" polomé&r konvergence R > 0
a f(z) je jeji soucet na U(zp, R).
Q@ Funkce F(z) = Y72 2 (2 — 29)" ™, 2 € U(z0, R), je
primitivni funkce k funkci f(z) na U(zo, R), tj. F'(2) = f(2).

Q> 7, (2 — 20)" ! m4 opé&t polom&r konvergence R.

.

Dikaz: Viz prednaska. |
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@ Mocninnd ¥fada ) ((n + 1)2™ ma soucet i )2 pro |z| < 1.

n=1

@ Mocninna fada 3°°° . 2~ m3 soutet —In(1 — z) pro |z| < 1.
n

Mocninné Fady se derivuji a integruji stejné jako polynomy ¢len po
¢lenu.
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Rozvoj holomorfni funkce do mocninné ¥fady

Véta (Existence rozvoje do mocninné ¥ady)

Necht Q C C je otevfend mnoZina a f(z) je holomorfni funkce
na . Necht zp € Q a R € (0, +0o0] je takové, ze U(zg, R) C €.
Potom pro viechna z € U(zp, R) plati

0 4(n)(,
g3 I,
n=0

N (n
Rada >°77 %(

z — z0)™ se nazyva Taylorova Fada funkce f se stfedem zg.

v

Hledejme rozvoj zadané funkce do mocninné ¥ady se stfedem v zj.

(1) m Z( 1)"2%" pro |z| < 1, zde 29 = 0.

Q ﬁ = > %ﬁfln(z—?))”_l pro |z — 3| < 5, zde zp = 3.
n=1

.
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Vybrané diilezité rozvoje do mocninnych ¥ad

Q@ L =37 ,2"proz| < 1.
@ =57 ,%,2€C.
o 2n+1
@ sinz = Z;’fzo(—l)"m, z e C.
Q cosz = Zf_o(—l)"(zzn)!, zeC.

anz—z_ )nl

(z—1)" pro |z —1| < 1.
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