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Motivace
Uvazme funkci f(z) = ﬁ ktera je holomorfni na C\ {0, 2}.
@ Funkci f(z) nelze rozvinout do mocninné Fady se stfedem
20 € {0, 2}, byt okolo bodii 0 a 2 je jeji chovani nejzajimavgjsi.
@ Situace se zméni, pokud si umoZnime zdporné exponenty
a jiné obory konvergence nez kruhy.
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@ Pozdégji uvidime, Ze takové rozvoje jsou dileZité (reziduova
véta, inverzni Z-transformace, ...).
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Laurentovy fady

e Rada tvaru

(o)

S otz )",
n=—oo
kde z € C je komplexni promé&nnd, se nazyva Laurentova
fada se stfedem zy € C a koeficienty a,, € C.

e Rada > ° jan(z — 20)™ se nazyvd regularni &ast Laurentovy
v (o)
fady > ° an(z — 20)".

e Rada Z;i_oo an(z — 20)" se nazyva hlavni &ast Laurentovy

fady > 00 an(z — 20)™

@ zp ...stfed Laurentovy fady

@ a, ...koeficienty Laurentovy fady

@ Reguldrni &ast Laurentovy ¥ady je mocninnda ¥ada. Specidlng,
obsahuje pouze nezdporné mocniny (z — zp).

@ Hlavni &3ast Laurentovy ¥ady obsahuje zdporné mocniny

(z — 20). Specidln&, nenito mocninng ¥ada.
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Konvergence Laurentovy fady

Necht zp € C a M C C. Rekneme, e Laurentova ¥ada
Yon o an(z — 2z0)" konverguje na M (resp. konverguje
absolutné& na M), jestliZze v kazdém bod& mnoZiny M konverguje
(resp. konverguje absolutn&) soutasné jeji hlavni a reguldrni &ast.
Konverguje-li Laurentova fada na M, potom funkci
o
f(z) = Z an(z — 20)", z € M,
n=—00

nazyvame souttem Laurentovy ¥fady na M. Soulet je pro z € M
definovan jako

Z;o:_oo an(z - ZO)n = ;i_oo an(z - ZO)n + ZZO:() an(z - ZO)n'

v

Vime, Ze mocninné ¥ady konverguji na kruzich. Kde konverguji
Laurentovy Fady?
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Necht 0 < r < R < 400 a 29 € C. Mnozina

P(zo;m;R) ={2€C:r <|z—2)]| <R}
se nazyva mezikruzi o stfedu zg, vnitfnim poloméru r a vné&jsim
poloméru R.

A

Necht Y>° _ a,(z — z0)" je Laurentova ¥ada. Pak existuji

jednoznaéné r, R € [0, +-00] takové, Ze
Q@ > an(z — 29)" konverguje absolutn& pro |z — 29| < R
a diverguje pro |z — zg| > R;
@ >0 an(z — z)" konverguje absolutn& pro |z — zp| > 7
a diverguje pro |z — zg| < r.
Je-lir < R, pak >°° __an(z — z0)" konverguje absolutn& na

n=—00
P(zp;7r; R) a jeji soutet je holomorfni funkce na tomto mezikruZi.

.

@ P(zp;r; R) z tvrzeni ... mezikruZi konvergence Laur. Yady
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Rozvoj do Laurentovy fady

Véta (Existence rozvoje do Laurentovy Yady)

Necht f je holomorfni funkce na mezikruzi P(z;7; R), kde 29 € C
a0 <r <R < +00. Potom existuje pravé jedna Laurentova ¥ada
Y om oo n(z — 20)™ takovd, Ze

o0

f(z) = Z an(z — z9)" pro z € P(zp;7; R).

n=—0oo

.

@ Laurentova ¥ada z pfedchozi véty se nazyva Laurentiv
rozvoj funkce f na P(zo;r; R).

Laurentlv rozvoj funkce f(z) = ﬁ na maximalnim
prstencovym okoli bodu 1 je

(e}

=> ()" (z—1)"" na P(1;0;1).

n=0

o
z(1 - 2)

A
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e Je-li R > 0, pak P(z0;0; R) je prstencové okoli bodu zy,
tj. P(Zo; 0; R) = P(Z(), R)

z n—1 2
0 67 = EZO:O ZT = E’?LO:—]_ m na P(0,0, OO)
@ . = ZOO_ 12” na P(O- 0; 1).

e 2. priklad je rozvoj funkce do Laurentovy fady na prstencovém
okoli bodu.
o 3. ptiklad je tzv. rozvoj funkce do Laurentovy ¥ady na
okoli co. Rozvoje na okoli co budeme potfebovat pozdé;i
u (inverzni) Z-transformace.
o 1. ptiklad je zaroveri rozvoj na prstencovém okoli 0 i na
okoli 0.
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Izolované singularity

Rekneme, Ze zy € C je izolovana singularita funkce f, jestlize f
je holomorfni na n&jakém prstencovém okoli P(zg) bodu zg
a v bod€ zy nema derivaci.

@ Funkce *3* md izolovanou singularitu v 0.

@ Funkce W ma izolované singularity v i, —¢ a 2.

1. . :
© Funkce ez m4 izolovanou singularitu v 0.

@ Funkce In z nem3d izolovanou singularitu v 0.

Lze né&jak klasifikovat ,,jak §paltné“ je izolovana singularita? Je

sin z 7

izolovand singularita funkce e= v 0 ,,hor8i” nez ta funkce =
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Klasifikace izolovanych singularit

Necht 2y € C je izolovana singularita funkce f
a f(z) =372 an(z—20)" na P(z0). Rekneme, Ze z je:
© odstranitelna singularita, jestlize a,, = 0 pro kazdé n < 0;
@ pal, jestliive existuje k € N tak, Ze a_, # 0 a a,, = 0 pro kazdé
n < —k. Cislo k se nazyva ¥ad (nebo také nasobnost) pdlu;

© podstatna singularita, jestlize a,, # 0 pro nekoneén& mnoho
zapornych celych &isel n.

o Pd4l ¥adu k se také nazyva k-nasobny pol.
@ Pdl ¥adu 1 se také nazyva jednoduchy pdl.
@ Neformalné:
e odstranitelnd singularity. . . singularita je jen zdanliva, Ize ji
odstranit;
o pdl ¥adu k. .. funkce se blizko zy chova jako (:;Zz)k
e podstatna singularita ... funkce se blizko zy chova velmi
divoce, vazné problémy
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@ Funkce *2* ma v 0 odstranitelnou singularitu.

@ Funkce = )5 ma v 2 pdl Fadu 5.

© Funkce ez mév 0 podstatnou singularitu.
o
Q Funkce f(z) = —ﬁ + 3 3%(z—2)*", z € P(2), m4
n=—2
v 2 pdl Fadu 2.

.

Mame-li k dispozici Laurentiiv rozvoj funkce na prstencovém okolf

izolované singularity, snadno ji miZeme klasifikovat.

.

Co kdyz ale rozvoj nemame a nechce se nam hledat? Nap¥. pro
funkci W by se ndm hledat rozvoje na prstencovych
okolich 2, 7 a —1% jisté nechtélo.

.
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Kofeny funkce a jejich nasobnosti

Mg&jme funkci f(z) = (z — 1)%. Polynom (z —1)? ma v 1
dvojndsobny kofen. Plati f(1) = f/(1) =0, ale f”(1) # 0.

Obecnéji, polynom P(z) = (z — z)¥, kde k € Ny a 29 € C, ma
v zg koFen nasobnosti k a plati
P(z) = P'(z) =--- = P(k—l)(ZO) —0a P(k)(ZO) £0.

Necht zp € C a f je holomorfni a ne viude nulovad na U(z).
Rekneme, e f ma v zy koFen nasobnosti k € Ny, jestlize

flz) == f&D(z) =0a f®)(z) # 0. Také Fikdme, Ze 2 je
k-nasobny kofen.
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e Z algebry vime, Ze z( je k-nasobny kofen polynomu P(z)
pravé tehdy, kdy? P(z) = (z — 20)"Q(2), kde Q(2) je
polynom takovy, Ze Q(zg) # 0.

Necht 29 € C a f je holomorfni funkce na okoli U(zp). Pak 2o je
k-nasobny ko¥en pravé tehdy, kdyZ existuje holomorfni funkce g na
U(zp) takova, Ze g(zp) # 0 a pro viechna z € U(zg) plati

F(z) = (2 = 20)*g(2).

Tvrzeni (Nasobnost kofene soutinu)

Necht 29 € C a f, g jsou holomorfni funkce na okoli U(zp). Je-li 2o
k-nasobny kofen funkce f a [-ndsobny ko¥en funkce g, potom 2z je
(k + 1)-nasobny koten funkce h(z) = f(z)g(2).

V.

Dikaz: Viz prednaska. |

Funkce f(z) = 2°°(1 — cos 2) m4 v 0 koren ndsobnosti 52.
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Pdly a odstranitelné singularity

Tvrzeni (odstranitelné singularity a pdly pomoci nasobnosti kofenti)

Necht 2o € C a funkce f a g jsou holomorfni na okoli U(z).
Jestlize f ma v zg kofen ndsobnosti m € Ny a ¢ ma v zy kofen
nasobnosti n € N, potom funkce 5 ma v bodé& zg

@ odstranitelnou singularitu, jestlize m > n;

@ pdl fadu n — m, jestlize m < n.
V.

(1) —)W ma v 2 pdl Fadu 5 a v bodech +7 pdly ¥adu 4.

1 ) : . .
Q (—wzf)sﬂ m4 v 0 odstranitelnou singularitu.

o (Sliﬂj;)zg md trojndsobné pdly v bodech 2k7, k € Z \ {0}.
V bodé 0 ma odstranitelnou singularitu.
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llustrace chovani funkce v blizkosti izoIovanych_
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