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Křivky v komplexńı rovině

Definice

Množina C ⊆ C se nazývá ǩrivka s parametrizaćı φ : [a, b] → C,
a < b, jestliže

1 C = {φ(t) : t ∈ [a, b]};
2 φ je spojité a [a, b] lze rozdělit na konečně mnoho uzav̌rených

podinterval̊u, na kterých je φ′ spojitá.

Úmluva

Často budeme ř́ıkat pouze ǩrivka, nebudeme-li poťrebovat
parametrizaci φ zdůraznit.

Terminologie:

φ(t) . . .parametrizace ǩrivky C (určuje také orientaci ǩrivky
C, tj. způsob procházeńı ǩrivky C)

φ(a) . . .počátečńı bod ǩrivky C

φ(b) . . . koncový bod ǩrivky C
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Máme-li ǩrivku C, pak −C je opačně orientovaná ǩrivka ke
ǩrivce C.

C −C

Máme-li ǩrivky C1 a C2 takové, že koncový bod C1 splývá
s počátečńım bodem C2, pak C1 + C2 označujeme ǩrivku,
která vznikne spojeńım ǩrivek C1 a C2.

C2

C1 C = C1 + C2

Křivkový integrál a Cauchyova věta 3 / 9



Křivkový integrál v komplexńı rovině

Definice

Necht’ C je ǩrivka s parametrizaćı φ : [a, b] → C a necht’ f je
spojitá komplexńı funkce na C. Pak ǩrivkový integrál funkce f
podél ǩrivky C definujeme p̌redpisem∫

C
f(z) dz =

∫ b

a
f(φ(t))φ′(t) dt.

Křivkový integrál nezáviśı na parametrizaci. Souhlasné
parametrizace ǩrivky dávaj́ı stejnou hodnotu integrálu.
Neformálně,

”
souhlasné = stejný směr a stejný počet oběhů“.

Křivkový integrál je lineárńı.

Opačná orientace ǩrivky odpov́ıdá opačnému znaménku
integrálu, tj.

∫
−C f(z) dz = −

∫
C f(z) dz.∫

C1+C2
f(z) dz =

∫
C1

f(z) dz +
∫
C2

f(z) dz, kdykoli C2 je
ǩrivka, jej́ıž počátečńı bod je koncovým bodem ǩrivky C1, a f
je nav́ıc spojitá na C1 + C2.
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Př́ıklad

Necht’ n ∈ Z a C je kladně orientovaná kružnice se sťredem z0 ∈ C
a poloměrem R > 0. Potom∫

C
(z − z0)

n dz =

{
2πi je-li n = −1;

0 je-li n ̸= −1.

Ač to na prvńı pohled nemuśı vypadat, tento p̌ŕıklad je důležitý; brzy
uvid́ıme, že úzce souviśı s pojmem rezidua a reziduovou větou.
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Jordanovy ǩrivky

Definice

Necht’ C je ǩrivka s parametrizaćı φ : [a, b] → C.
C je uzav̌rená, jestliže φ(a) = φ(b).

C je jednoduchá, jestliže φ(s) ̸= φ(t) kdykoliv a < s < t < b.

C je Jordanova ǩrivka, pokud je uzav̌rená a jednoduchá.

Jordanova ǩrivka je (kladně orientovaná)/(záporně
orientovaná), jestliže ji procháźıme (proti směru)/(po směru)
hodinových ručiček.

Věta (Jordanova věta)

Je-li C Jordanova ǩrivka, pak C \ C je sjednoceńı omezené oblasti
IntC a neomezené oblasti ExtC, které jsou disjunktńı.

Důkaz: Zřejmé, triviálńı. Důkaz velmi netriviálńı (vynecháme). ■
IntC . . . vniťrek Jordanovy ǩrivky C.

ExtC . . . vněǰsek Jordanovy ǩrivky C.
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Otázka

Lež́ı body A a B uvniťr, nebo vně?

A lež́ı uvniťr, B vně.
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Jednoduše souvislé oblasti

Definice

Řekneme, že oblast Ω ⊆ C je jednoduše souvislá, jestliže pro
každou Jordanovu ǩrivku C ⊆ Ω je IntC ⊆ Ω.

Neformálně, jednoduše souvislá oblast je
”
oblast bez děr“.

I jeden odebraný bod je d́ıra!

Př́ıklad

C a okoĺı U(z0) bodu z0 ∈ C (tedy otev̌rené kruhy) jsou
jednoduše souvislé oblasti.

Okoĺı nekonečna U(∞), C \ {z0} a prstencové okoĺı P (z0)
bodu z0 ∈ C (tedy otev̌rené kruhy bez svých sťredů) jsou
oblasti, které nejsou jednoduše souvislé.
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Cauchyova věta

Věta (Cauchyova věta)

Je-li Ω ⊆ C jednoduše souvislá oblast a f je holomorfńı na Ω, pak∫
C
f(z) dz = 0

pro každou uzav̌renou ǩrivku C lež́ıćı v Ω.

Důkaz: Viz p̌rednáška (pro C kladně orient. kružnici uvniťr Ω). ■

Upozorněńı

Žádný z p̌redpokladů nelze vynechat.

Nutnost holomorfnosti a jednoduché souvislosti, viz 5. slajd s n = −1.

Př́ıklad

Necht’ C je kladně orientovaná kružnice se sťredem 0

a poloměrem 1. Pak
∫
C sin(z49) + ecos z + ez

2

z2+16
dz = 0.
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