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Motivace

Mějme funkci f(z), která má v bodě z0 ∈ C izolovanou

singularitu. Tedy f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n pro z ∈ P (z0).

Otázka

Čemu se rovná
∫
C f(z) dz pro C kladně orientovanou ǩružnici se

sťredem v z0 lež́ıćı uvniťr P (z0)?

Jediná informace, kterou o funkci f(z) máme, je, že má
v bodě z0 izolovanou singularitu. Přesto uḿıme na otázku
uspokojivě odpovědět.

Plat́ı totiž
∫
C f(z) dz = 2πia−1.

Hodnota
∫
C f(z) dz je tedy zakódována v jednom jediném

č́ısle, a to v koeficientu u (z − z0)
−1 v Laurentově rozvoji

funkce f(z) na P (z0).

Vše z̊ustává platné pro libovolnou kladně orientovanou
Jordanovu ǩrivku C lež́ıćı v P (z0) takovou, že z0 ∈ IntC.
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Reziduum

Definice

Necht’ z0 ∈ C je izolovaná singularita funkce f(z) a uvažme
Laurent̊uv rozvoj f(z) na P (z0), tj. f(z) =

∑∞
n=−∞ an(z − z0)

n

pro z ∈ P (z0). Koeficient a−1 se nazývá reziduum funkce f
v bodě z0 a znač́ı se resz0 f .

Př́ıklad

1 res0
ez

z3
= 1

2 .

2 res1

(
1

(z−1)3
+ 5

(z−1)2
+ 8(z − 1)

)
= 0.

Upozorněńı

Reziduum v izolované singularitě je vždy dob̌re definováno a je to
(konečné) č́ıslo. Nemůže se stát, že

”
neexistuje“ nebo že vyjde ∞.

Pokud je z0 ∈ C odstranitelná singularita funkce f , potom
resz0 f = 0. Opačná implikace ale neplat́ı. Viz 2. p̌ŕıklad výše.
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Výpočet rezidua v pólech

Tvrzeńı

Necht’ z0 ∈ C je pól řádu k funkce f . Potom

resz0 f(z) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

[
(z − z0)

kf(z)
](k−1)

.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Speciálně:
je-li z0 jednoduchý pól, pak resz0 f(z) = lim

z→z0
(z − z0)f(z);

je-li z0 pól řádu 2, pak resz0 f(z) = lim
z→z0

[(z − z0)
2f(z)]′.

Př́ıklad

1 res1
1

(z−1)(z+1)2
= 1

4 .

2 res−1
1

(z−1)(z+1)2
= −1

4 .

3 res0
sin z
z2

= 1.

Na daľśı slajdu uvid́ıme, že prvńı reziduum lze určit prakticky okamžitě.
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”
Dosazovaćı metoda“

Tvrzeńı (
”
dosazovaćı metoda“)

Necht’ z0 ∈ C a funkce f a g jsou holomorfńı na U(z0). Jestliže g
má v z0 jednonásobný kǒren, potom

resz0
f(z)

g(z)
=

f(z0)

g′(z0)
.

Př́ıklad

resπ
cos(z − π)

z(1 + eiz)
=

i

π
.

Upozorněńı

V
”
dosazovaćı metodě“ je kĺıčové, že z0 je jednonásobný kǒren

jmenovatele. Pro v́ıcenásobné kǒreny jmenovatele ji nelze použ́ıt.

Chybné použit́ı v p̌ŕıpadě v́ıcenásobných kǒrenů typicky vede k chybám,
p̌red kterými již bylo varováno na 3. slajdu. . .
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Reziduová věta

Připomeňme si, že již v́ıme, že má-li f izolovanou singularitu
v bodě z0 ∈ C a C je kladně orientovaná kružnice se sťredem
v z0 lež́ıćı uvniťr P (z0), pak∫

C
f(z) dz = 2πi resz0 f(z).

Věta (Reziduová věta)

Necht’ Ω ⊆ C je jednoduše souvislá oblast, C je kladně orientovaná
Jordanova ǩrivka lež́ıćı v Ω. Necht’ f je holomorfńı funkce na
Ω \ S, kde S = {z ∈ IntC : z je izolovaná singularita funkce f},
a S je konečná množina. Potom plat́ı∫

C
f(z) dz = 2πi

∑
w∈S

resw f(z).

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■
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Př́ıklad

Necht’ C je kladně orientovaná hranice obdélńıka o vrcholech −i,
4− i, 4 + i a i. Potom∫

C

1

(z − 1)(z − 3)(z − 5)2
dz =

3πi

16
.

Poučeńı

Započ́ıtávaj́ı se pouze rezidua v izolovaných singularitách, které
lež́ı uvniťr C.

Poučeńı

Všimněte si, že reziduová věta vlastně ř́ıká, že hodnota ǩrivkového
integrálu (samožrejmě za splněńı všech p̌redpokladů) nezáviśı na
samotné ǩrivce C. Relevantńı je pouze to, jaké izolované
singularity lež́ı uvniťr.
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Aplikace reziduové věty, integrály p̌res reálnou osu

V daľśım budeme chápat integrál
∫ +∞
−∞ f(x) dx jako∫ +∞

−∞
f(x) dx = lim

R→+∞

∫ R

−R
f(x) dx,

tj. ve smyslu tzv. Cauchyovy hlavńı hodnoty.

V tomto smyslu je
∫ +∞
−∞ x dx = 0.

Pokud bychom definovali takový integrál jako nap̌r.∫ +∞

−∞
f(x) dx = lim

a→−∞

∫ 0

a
f(x) dx+ lim

b→+∞

∫ b

0
f(x) dx,

pak by integrál
∫ +∞
−∞ x dx neexistoval.

Naše pojet́ı ve smyslu hlavńı hodnoty je v jistém smyslu
obecněǰśı a pro naše účely užitečněǰśı.
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Tvrzeńı (Integrály s osciluj́ıćı exponenciálou p̌res reálnou osu)

Necht’ P a Q jsou nenulové polynomy, stQ ≥ stP + 1, a Q nemá
žádný reálný kǒren. Necht’ α ∈ R.

1 Jestliže α > 0, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
eiαz,

kde
S+ = {z ∈ C : Q(z) = 0, Im z > 0} .

2 Jestliže α < 0, pak∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαx dx = −2πi

∑
w∈S−

resw
P (z)

Q(z)
eiαz,

kde
S− = {z ∈ C : Q(z) = 0, Im z < 0} .

3 Je-li stQ ≥ stP + 2, lze 1 použ́ıt pro α ≥ 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška (pro stQ ≥ stP + 2 a α = 0). ■
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Upozorněńı

Věnujte pozornost tomu, jak se lǐśı vztah pro výpočet integrálu,
v závislosti na znaménku parametru α.

Při splněńı p̌redpokladů dostáváme v p̌ŕıpadě α = 0 vztah∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

∑
w∈S+

resw
P (z)

Q(z)
.

Př́ıklad

1
∫ +∞
−∞

eix

x2−4x+5
dx = πe−1+2i = π cos 2

e + π sin 2
e i

2
∫ +∞
−∞

1
(x2+1)(x2+4)

dx = π
6

3
∫ +∞
−∞

cosx
x2−4x+5

dx = Re
(∫ +∞

−∞
eix

x2−4x+5
dx

)
= π cos 2

e

4
∫ +∞
−∞

sinx
x2−4x+5

dx = Im
(∫ +∞

−∞
eix

x2−4x+5
dx

)
= π sin 2

e
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