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Motivace

e Mé&jme funkci f(z), kterd ma v bodé zy € C izolovanou

singularitu. Tedy f(z) = > an(z — 20)" pro z € P(zp).

n=—oo

Cemu se rovn3 fC z)dz pro C kladné orientovanou k¥uZnici se
stfedem v zg leZici uvnltr P(z0)?

e Jedina informace, kterou o funkci f(z) mame, je, Ze ma
v bodé zj izolovanou singularitu. Pfesto umime na otdzku
uspokojivé odpovédét.

o Plati totiz [ f(z)dz = 2mia_;.

@ Hodnota fc dz je tedy zakodovana v jednom jediném
Cisle, a to v koef|c1entu u (z — z9)~! v Laurentové& rozvoji
funkce f(z) na P(z).

@ Vse zlistava platné pro libovolnou kladné orientovanou
Jordanovu k¥ivku C' lezici v P(zg) takovou, Ze zp € Int C.
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Reziduum

Necht 2 € C je izolovand singularita funkce f(z) a uvaZzme
Laurentdv rozvoj f(z) na P(zp), tj. f(2) =Y ne o an(z — 20)"

pro z € P(zp). Koeficient a_; se nazyva reziduum funkce f
v bodé€ 2y a zna&f se res,, f.

A\

e _ 1
Q resp 3 = 3.

9 res; (ﬁ—’—ﬁﬁ-g(Z—l)) =0.

.

Upozornéni

Reziduum v izolované singularité je vZdy dobfe definovano a je to
(konetné) &islo. NemiiZe se stat, Ze ,neexistuje” nebo Ze vyjde co.
v

@ Pokud je zy € C odstranitelna singularita funkce f, potom
res,, f = 0. Opacnd implikace ale neplati. Viz 2. ptiklad vySe.
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Vypolet rezidua v pdlech

Necht zg € C je pdl ¥adu k funkce f. Potom

1

res,, f(z) = ] zli_}rrz10 [(z — 20)%f(2)

(k1)

Dikaz: Viz prednéska. |

@ Specialné:
o je-li zg jednoduchy pdl, pak res,, f(z) = li_>m (z = 20)f(2);
z z0

o je-li zg pdl ¥adu 2, pak res,, f(z) = li_>m [(z — 20)2f(2)].
z zZ0

1

L W

1
Q res_ 1 1)(z+1)E —1
o resg 5% sinz _ -1

Na dalsi slajdu uvidime, Ze prvni reziduum Ize uréit prakticky okamzité.
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,Dosazovaci metoda*

Tvrzeni (,,dosazovaci metoda*)

Necht 2o € C a funkce f a g jsou holomorfni na U(2g). Jestlize g
ma v zy jednondsobny kofen, potom

T€S,, =

.

Upozornéni

V ,dosazovaci metodé" je klicové, ze 2 je jednondsobny koten
jmenovatele. Pro vicenasobné koreny jmenovatele ji nelze pouZit.

Chybné poufZiti v p¥ipad& vicendsobnych kofenl typicky vede k chybam,
pred kterymi jiZ bylo varovano na 3. slajdu. . .
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Reziduova véta

@ PF¥ipomenime si, Ze jiz vime, Ze ma-li f izolovanou singularitu
v bodé z5 € C a C je kladn& orientovand kruZnice se stfedem
v zo leZici uvnitf¥ P(zp), pak

/ f(2)dz = 2mires,, f(z).
C

Véta (Reziduova véta)

Necht © C C je jednodu$e souvisld oblast, C je kladn& orientovana
Jordanova k¥ivka lezici v Q. Necht f je holomorfni funkce na

Q\ S, kde S = {z € Int C : z je izolovand singularita funkce f},

a S je kone&nd mnoZina. Potom platf

/Cf(z) dz = 2mi Z resy f(2).

weS

Dikaz: Viz prednaska. |
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Necht C je kladn& orientovana hranice obdélnika o vrcholech —i,
4—14,4+ 17 ai. Potom

1 £ 37
/c<z—1><z—3><z—5>2 ST

€

Zapoditavaji se pouze rezidua v izolovanych singularitach, které
lezi uvnit¥ C.

.

Vsimnéte si, Ze reziduova véta vlastné ¥ika, Ze hodnota kfivkového
integralu (samozfejmé& za splnéni viech ptedpokladi) nezdvisi na
samotné kfivce C. Relevantni je pouze to, jaké izolované
singularity leZi uvnit¥.

.
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Aplikace reziduové véty, integraly pres realnou osu

@ V dalsim budeme chéapat integral fjozo f(z)dz jako

[ swan= [ st

tj. ve smyslu tzv. Cauchyovy hlavni hodnoty.
e V tomto smyslu je f_Jr;O xdz =0.

@ Pokud bychom definovali takovy integral jako napt.

+o0 0
f(z)dz = lim f(z)dz + hm/f

—00 a—r—00 a b—~+o00

pak by integral fj;o x dx neexistoval.

@ Nase pojeti ve smyslu hlavni hodnoty je v jistém smyslu
obecnéjsi a pro nase tlely uZite€ngjsi.
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Tvrzeni (Integrély s oscilujici exponencidlou ptes redlnou osu)

Necht P a Q jsou nenulové polynomy, st @Q > st P+ 1, a Q nem3
?4dny redlny koren. Necht o € R.

Q Jestlize a > 0, pak

+oe P(I) ox _ - P(Z) 1z
Q(az)e dx = 2m w§+ resy Q(z)e ,

kde
St ={z€C:Q(z)=0,Imz > 0}.

@ Jestlize o < 0, pak

+OOP( ) elax —omi res P(Z)
o Q@) do= D e s

iz
€ )

kde
_={2e€C:Q(2) =0,Imz < 0}.

©Q JelistQ >st P+ 2, l1ze @ pouZit pro o > 0.

Dukaz: Viz ptednaska (prost@Q > st P +2a o =0). |
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Upozornéni
Vénujte pozornost tomu, jak se lisi vztah pro vypocet integralu,
v zavislosti na znaménku parametru a.

@ P¥i splnéni pfedpokladli dostdvame v pfipadé o = 0 vztah

T Pl) = 27 re M
Q)T 2 ety

+o0 et _ —1+4+2i __ mwcos2 msin?2 ;
o f—oo x2—4x+5 dx = me - e + g 0

+o0 1
© I w4

+00  sinzx _ +oo e __ mwsin2
Qo f—oo —x2_4x+5daz—lm f —dx) = ESmA

6
+00  cosz _ +o0 o __ mwcos?2
o f—oo z2—4z+5 dz = Re <f—oo 22—4z+5 dx) - e
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