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Riemannova sféra

Riemannova sféra . . . sféra se sťredem v počátku a poloměrem 1.

x

y

C
N

ζ

z

0 se zobraźı na jižńı pól, body z jednotkové kružnice |z| = 1 se
zobraźı na rovńık.
Žádné komplexńı č́ıslo z ∈ C se nezobrazuje na severńı pól.
Severńı pól N se identifikuje s ∞.
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Rozš́ı̌rená komplexńı rovina

Definice

Množina C∞ = C ∪ {∞} se nazývá rozš́ı̌rená komplexńı rovina.

Definujeme:
z +∞ = ∞+ z = ∞ pro každé z ∈ C;
z · ∞ = ∞ · z = ∞ pro každé z ∈ C∞ \ {0};
z
∞ = 0 pro každé z ∈ C;
z
0 = ∞ pro každé z ∈ C∞ \ {0}.

Nedefinujeme: ∞+∞, ∞ · 0, 0 · ∞, 0
0 a ∞

∞ .

Upozorněńı

V komplexńı analýze nemáme +∞ a −∞ jako v reálné analýze!

Definice

Necht’ ε > 0. Množinu U(∞, ε) =
{
z ∈ C : |z| > 1

ε

}
nazýváme

okoĺı ∞ s poloměrem ε.

U(∞, ε) je otev̌rená množina.
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Cauchyho integrálńı vzorec

Věta (Cauchyho vzorec)

Necht’ f je holomorfńı funkce na jednoduše souvislé oblasti Ω
a z0 ∈ Ω. Potom f má v z0 derivace všech řádů a pro každé
n ∈ N0 plat́ı

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz,

kde C ⊆ Ω je libovolná kladně orientovaná Jordanova ǩrivka
taková, že z0 ∈ IntC.

Speciálně: f(z0) =
1

2πi

∫
C

f(z)
z−z0

dz
Pomoćı Cauchyho vzorce se typicky dokazuje existence
rozvoje holomorfńı funkce do mocninné řady.

Věta (Existence všech derivaćı)

Jestliže je funkce f holomorfńı na otev̌rené množině Ω ⊆ C, pak
má na Ω derivace všech řádů.
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Základńı věta algebry

Věta (Liouvillova věta)

Nekonstantńı celistvá funkce je neomezená.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Př́ıklad

Goniometrické funkce sin a cos jsou v C neomezené.

Věta (Základńı věta algebry)

Každý nekonstantńı polynom má alespoň jeden komplexńı kǒren.

Důkaz: Viz p̌rednáška. ■

Poučeńı

Každý nekonstantńı polynom lze v komplexńım oboru rozložit na
součin kǒrenových činitel̊u.
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