
Vzorový zkou²kový test.

P°íklad £.1. Zde bude otázka na aplikaci derivace. M·ºe to být v podob¥ uºití te£né roviny
ke grafu nebo vy²et°ení extrému funkce více prom¥nných. Ukázky obou typ· jsou následující:

(a) Nalezn¥te bod na elispoidu x2 + 2y2 + 3z2 = 1, ve kterém je te£ná rovina k elipsoidu
rovnob¥ºná s rovinou 3x− y + 3z − 1 = 0.

�e²ení: Body jsou dva, A1 =
√
2(35 ,−

1
10 ,

1
5) a A2 = −A1.

(b) Plechovka ve tvaru válce má mít objem 54π cm3. Dno a víko jsou z materiálu, jehoº cena
je 0.25 K£/cm2, a cena plá²t¥ je 0.5 K£/cm2. Nalezn¥te rozm¥ry plechovky tak, aby cena
byla minimální.

�e²ení: Polom¥r dna r a vý²ka plechovky h jsou r = h = 3 3
√
2 cm.

P°íklad £.2. Prohození po°adí integrace, nap°.

P°epi²te následující integrál ∫ 2

1

∫ √
5−x2

1
f dy dx

nejprve v opa£ném po°adí integrace a pak v polárních sou°adnicích v po°adí dϱ dφ.

�e²ení:

∫ 2

1

∫ √
5−y2

1
f dx dy,

∫ π/4

arctg 1/2

∫ 5

1/ sinφ
f ϱ dϱ dφ+

∫ arctg 2

π/4

∫ 5

1/ cosφ
f ϱ dϱ dφ.

P°íklad £.3. Zde p·jde o aplikaci r·zných typ· integrálu. Dv¥ ukázky jsou nap°.

(a) M¥jme dáno t¥leso P = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤ y ≤
√
4− x2, 0 ≤ z ≤ h} a pole

F⃗ = (y2−x, yz2, x+ z). Pomocí Gaussovy v¥ty ur£ete velikost parametru h > 0 tak, aby
tok pole F⃗ hranicí t¥lesa P byl £íseln¥ roven objemu t¥lesa P .

�e²ení: Protoºe divF⃗ = z2 máme v cylindrických sou°adnicích∫ π/2

−π/2

∫ 2

0

∫ h

0
z2ϱ dz dϱ dφ =

2

3
πh3.

(b) Pomocí Greenovy v¥ty vypo£t¥te obsah mnoºiny omezené osou x a k°ivkou

x = t2, y = t ln t, t ∈ ⟨0, 1⟩.

�e²ení: Obsah(D) = 2/9.

P°íklad £.4. Tento p°íklad bude obsahovat bu¤ rozvoj funkce ve Fourierovu °adu nebo vy-
²et°ení konvergence mocninné °ady. Ukázky obou typ· jsou následující:

(a) Nalezn¥te Fourierovu °adu pro funkci f(x) = max{0, cosx}; f je 2π-periodická.

�e²ení:
1

π
+

cosx

2
+

∞∑
k=1

(−1)k+1

π

2

4k2 − 1
cos 2kt.

(b) Vy²et°ete, pro která x ∈ R konverguje °ada

∞∑
k=1

(
1 +

2

k

)
xk,

a pomocí derivování nebo integrace nalezn¥te její sou£et.

�e²ení: x ∈ (−1, 1) a sou£et °ady je
x

1− x
− 2 ln(1− x).

P°íklad £.5. Zde budou dv¥ teoretické otázky. Jedna na de�nici základního pojmu a druhá
na d·kaz jednoho z tvrzení, které bylo na p°edná²ce.

(a) De�nujte diferenciál funkce f : Rn −→ R v bod¥ x0 ∈ Rn. Vysv¥tlete, co je diferenciál ve
speciálním p°ípad¥ n = 1?

�e²ení: Diferenciál je lineární zobrazení L : Rn −→ R spl¬ující

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− L(h)

∥h∥
= 0.

Pro n = 1 je L(h) = f ′(x0) · h.



(b) Dokaºte v¥tu: Má-li funkce f : Rn −→ R v bod¥ x0 lokální minimum a existuje-li v bod¥
x0 diferenciál, pak je nulový. (Vyuºijte analogickou v¥tu pro funkci jedné prom¥nné.)

�e²ení: Zvolme libovolný sm¥r h ∈ Rn a poloºme φ(t) = f(x0 + th). Funkce φ(t) má
lokální minimum v bod¥ 0, proto φ′(0) = 0. Protoºe

φ′(0) = lim
t→0

φ(t)− φ(0)

t
= lim

t→0

f(x0 + th)− f(x0)

t

=
∂f

∂h
(x0) = df(x0)[h],

je df(x0)[h] = 0 pro kaºdé h, a tedy diferenciál je nulový.


