Derivace a diferencial.

0
1. Naleznéte parcialni derivace —f a —— pro nasledujici funkce:
or Oy
(a) f=sin L cos y,
y
/22 4 2
(b) f=1In vr oty T
2 +yt+ o
(¢) f=(1+sin®z)™v.
Vysledky:
of 1 wx y oy .z .y
(a) == = —cos — cos = + = sin — sin =,

or vy Yy x 22y x
of x x y 1 . o
—— = —— €08 — cos = — — sin —sin =.
dy y? y xr xr Yy x
of 2 of 2x

b) —=Y—, = ——
( )gm ’x2+y2 8y Y ’x2+y2
(c) 9 Iny (14 sin?z)™v~! sin 2z,

1
gf (1 +sin®z)™¥ —1In(1 + sin® z).
Y Y

0 0
2. Naleznéte parcialni derivace 8_f —f a —— f

ox’ dy 0z

pro nasledujici funkce:

z x
(a) f= Y + arctg — + arctg —,
z x z

(b) f=2",
€T z

(c) f= (;)
Vysledky:
(a) 2 of o, af 1 g Y

Oz Ay z7882 Y 5

af xy _f Ty _f_ zy—1
(b )ax =z"yln z, o z"rlnz, P =ayz ,

@52 550 5= () my



3. Naleznéte diferencidly funkce v zadaném bodé.

y?
@ F= 5L A=)

)
(b) f = arctg T A=(1,-1),

() f= (xy n g) A=(1,1,1),

(d) f=In(z1+z2+---+z,), A=(1,2,...,n).

Vysledky:

(a) df[h1, ho] = h1 — hy,

(b) df [y, ho] = 2hy + 2h,

(c) f[h h27 h3] = 2hy + h3In4,

4. Naleznéte tecné (nad)roviny k funkcim v zadaném bodé.

(a) z=uzsin(z+y), A=(-1,1,7),

(b) 1+ 2% A= (-1,1,7),
(¢) z=ya¥, A=(2,1,7),

(d) ="t A =(1,-1,-2,7).

(e) 22 +3xyz+1=0, A= (0,1,7),

(f)
)
)
)

Z\z

C

2:‘

f) e —axyz—2=0, A(1,0,7),

(g) sin(zyz) =x +2y+3z, A=(2,-1,7),
(h) zcosy +ycosz+zcosx =1, A=(0,1,0),
(i) x+y+z=€e"¥, A=(0,0,1).

Vysledky:

Jr+y+2=0,

b) 22 — 3y + 2+ 3 =0,
c)x+y(2+2ln2)—z—(2+2ln2)—0
d) e*(—2x +y+ 2) + u+4e* =0,

) —x+z+1=0,

Jyln2 —22+42In2 =0,

(a
(
(
(
(e
(f



(g) v +2y+52 =0,
(h) zcosl+y+2—-1=0,
i)z+y+z=1.

. Naleznéte 1hel pod kterym se protinaji grafy danych funkci v zadaném
bodé.

(a) z = \,xz—yz,Z:x3+y3—3xy,A:(1,0,?)
(b) 2o +2y> —2=0, 2 = 22> + ¢, A= (1,0,2).
(c) 322 4+2y*+22 =9, 2> +y* +2°—8r—6y—82+24 =0, A = (1,1,2)

Vysledky:
4
a) cosa = ——, tj. a = 50°
(a) % j
(b) cosax = —, tj. a = 41°

. Zjistéte hodnotu parametru s, aby se plochy 22 +y* + (2 —s)? = 18 a
z = z* 4+ y? protinaly pod dhlem 3.

Vysledek: s = —2.

. Naleznéte tecnou rovinu k plose S, kterd je rovnobézna se zadanou
rovinou g.

(a) plocha S: 22 + 4y* — 2% = 4 a rovina ¢: 2z + 2y + z = 0,
(b) plocha S: 2> —y?> — 2> =1 arovina g: z +y — 2 = 0.
Vysledky:

(a) 22 +2y+2+4=0.

(b) Zadn4 takova tecnd rovina neexistuje.

. Naleznéte tecné piimky ke kiivkam zadanym jako prunik dvou ploch v
predepsaném bodé.

(a) plochy zyz =1, 22 +2y* + 322 =6 a bod A = (1,1,1).
(b) plochy 22 +y?> =4, 22 +y> — 2 =0 a bod A = (v/2,V2,4)



Vysledky:
(a) (1,=2,1)t+ A, t e R.
(b) (—=1,1,0)t + A, t € R.
9. Naleznéte te¢nou rovinu k plose S : 2 4 2y* + 32% = 6, kterd je
(a) rovnobézna s rovinou x — 2y + 3z = 0.
(b) kolma na roviny 2z —y+z=0a2x —y — 5z =0.
(¢) kolmd na rovinu V2 — y\/g—l— 2v/2 = 0 a kolm4 na tecnou rovinu

1
k plose S v bodé A =—(3,0,—1).
p \/5( )

Vysledky:
(a) z—2y+32+6=0,
(b) x+2y+3v2=0.

(¢) Tecn4 rovina k S v bodé A mé rovnici  — 2z — 2v/2 = 0 a hledans
tetnd rovina je x + 2y+/2/3 + 2z — 4 = 0.

10. Ukazte, ze vSechny tecné roviny k plose zadané z — rsin = 0 se
protinaji v jednom bodé. v
Vysledek: Prochazeji pocatkem.

Extrémy funkci.

Lokalni extrémy, strucny postup a ilustrace.
Méme vysetfit lokdlni extrémy funkce f = 23 + 3xy? — 39z — 36y — 6.
1. Zjistime stacionarni body, tj. body, kde plati
of _o 9 _,
ox dy
V nasem pifpadé to jsou rovnice 2% + y* = 13 a 2y = 6. Jejich feSenim jsou
¢tyfi staciondrni body (3, £2) a (£2,+3).
2. Abychom zjistili, zda se v nich nabyva néjaky extrém funkce f, se-
stavime tzv. Hessovu matici (nebo krétce hessidn):

0,

off  of*
_ | 022  0Oxz0y
H=1 "9 ap

dydr  Oy?



Pro zadanou funkci f je to matice

[ 6x 6y Ty
H_(Gy 6:1:) (y x)

Hlavni subdeterminanty matice H jsou D; = = a Dy = 2% — y?. Existenci
extrému posoudime podle nasledujiciho krtitéria:
e Jsou-li vSechny hlavni subdeterminaty v daném bodé > 0, ma f v tomto
bodé minimum.
e Stiidaji-li hlavni subdeterminaty v daném bodé znaménko s tim, ze prvni
subdeterminant D; < 0, ma f v tomto bodé maximum.
e Je-li detH # 0 v daném bodé a neplati-li ani jedno z vyse uvedenych
pravidel, je v prislusny bod sedlovy.

V nasem priikladé plati v bodé (3,2), ze D; > 0 a Dy > 0, jde tedy o
lokdln{ minimum. V bodé (—3,—-2) je D; < 0 a Dy > 0, jde tedy o lokalni
maximum. Zbylé body jsou sedlové.

1. Vysetiete lokdlni extrémy nasledujicich funkei.

(a) f=a"+ay+y*— 12z -3y,
(b) f=3x%y+y> — 12z — 15y + 3,

(C) = Ty -y,

)
)

f) f=a®+a2y? — 62y =0,
(g) f=e (222 + ),
(h) f=a"+y'—2(z—y)?*
0 f=-+i+Y4s

Vysledky:

(a) f ma jediny stacionarni bod: (7, —2) - minimum.
(b) f ma dva stacionarni body: (1, 2) - minimum, (—1, —2) - maximum.



(¢) f ma jediny staciondrni bod: (=1, —1) - maximum.

(d) f ma jediny staciondrni bod: (—2,0) - minimum.

(e) f ma 9 staciondrnich bodu: (0,0) - maximum, (£1/2,£1) a
(F1/2,41) jsou minima, zbylé body (£1/2,0) a (0,£1) jsou sedlové.
(f) f m4 4 stacionarni body: (v/3,3) - minimum, (—v/3,3) - maximum,
body (0,0) a (0,6) jsou sedlové,

(g) f ma 5 stacionarnich bodu: (0,0) - minimum, (£1,0) - maximum,
(0,+£1) - sedlové body.

(h) f ma 3 stacionarni body: (—v/2,v2) a (v/2, —v/2) - minima, (0, 0)
nelze urcit pomoci kritérii, ale po pfimce y = = je v bodé (0,0) mini-
mum a po piimce y = 0 je v bodé (0,0) lokdlni maximum, tj. v (0,0)
neni extrém.

(i) f mé 2 stacionarni body: (1,1,1) - minimum, (—1,1,—1) - maxi-
mum,

(j) f mé 2 staciondrni body: (1,3, 1) - minimum, (-1, —3, —1) - maxi-
mum.

Vazané extrémy, struc¢ny postup a ilustrace.

Vysetifme extrémy funkce f = 2%y na M = {(z,y) € R?* | 22 + y> = 1}.
Mnozina M je zadand vazebnou podminkou g(z,y) = 0, kde g = 22 +y* — 1.
Sestavime tzv. Lagrangeovu funkci L = f + Ag, v naSem priladé

L=2%y+ \Na* +y*—1).
Vypocteme stacionarni body funkce L, tj. feSime néasledujici rovnice

ox oy O\

Konkrétne, 2zy + 2X\y = 0, 22 + 2\y = 0, 22 4+ > — 1 = 0. ReSenim je
Sest bodi (0, £1), (£+/2/3,1/V3) a (£4/2/3, —1/4/3). Protoze mnozina M
je uzaviena a omezend, funkce f na ni nabyva minima i maxima. Staci jen
dosadit vypocetné body do funkce f a zjistit, kde m&a nejmensi a nejveétsi
hodnotu. Zavér: Maximum je v bodech (41/2/3,1/4/3) a minimum v bodech

2. Vysettete extrémy funkce f na zadané mnoziné M.

(a) =92 —a% M ={(z,y) € R*| 2>+ dy” = 4},



(b) f=2+y* M ={(z,y) € R? | zy = 1},

(c) f:ery’ M = {(z,y) € R | 2® + 3y% = 3},

(d) f=a®+y% M= {(z,y,2) € R® | 2* +y* = 1},

(e) f=cos’z+cos’y, M ={(z,y) ER |z —y=1in},

(f) f=2—-2y+22, M ={(2,y,2) €R3 | 2? +y* + 22 = 9},
(g) f=ayz, M ={(x,y,2) € R® | 22 +¢y* + 22 = 3},

Vysledky:

(a) (0,£1) - maximum, (£2,0) - minimum,

(b) v bodech (1,1) a (—1, —1) je minimum, maximum neexistuje, nebot
funkce f je shora neomezena na M.

(¢) v bodech (£v/2,1/4/3) jsou maxima a v bodech (v/2, —1/4/3) jsou
minima.

(d) v bodech (0, 1) a (%1, 0) je minimum a v bodech (£1/v/2, +1/v/2)
a (£1/v2,¥1/v/2) je maximum.

(e) body extrému jsou (37k+ im, 2wk —£m), pro k sudé to jsou maxima
a pro k liché minima,

(f) (—=1,2,—2) - minimum, (1, —2,2) - maximum,

(g) extrémy jsou v bodech (t1,1s,t3), kde t; € {—1,1}; maxima jsou
tam, kde ma bod sudy pocet zdpornych souradnic a minima v bodech
s lichym poctem zapornych soutadnic.

3. Naleznéte nejvétsi objem kvadru vime-li, ze

a) velikost jeho povrchu je S.

b)

(c) délka télesové uhlopricky je d.
)
)

(
(b) velikost souctu délek vsech jeho stran je a.

(d) velikost povrchu bez horni stény je Sp.

(e) spodni sténa lezi v roviné xy a je vepsany do vnittku paraboloidu
4 + 2 +2=1.

(f) kvadr @ je typu @ = (0,a) x (0,b) x (0,c) a vrchol (a,b,c) lezi v
roviné 2z +y + 3z = 3.
Vysledek:

Délky hran kvadru oznacime x, vy, 2.



(a) Lagrangeova funkce je L = zyz + A(2zy + 2yz + 2yx — 5). Nejveétsi
objem je pro z =y = z = /.5/6.

(b) Lagrangeova funkce je L = zyz + M4z + 4y + 4z — a). Nejvetsi
objem je prox =y =z = %a.

(c) Lagrangeova funkce je L = zyz + M2? + y* + 2% — d?). Nejvetst
objem je pro z =y = z = /d/3.

(d) Lagrangeova funkce je L = xyz+ AN(ay+ 2yz+2xz). Nejvétsi objem

jeprox =y =/50/3 avysku z = %\/50/3.
)

2 2
(e) Lagrangeova funkce je L = xyz+)\<4(g> + (5) +z—1). Nejvetsi
objem je proz =1/2, y =1 a vysku z = 1/2.

(f) Lagrangeova funkce je L = abc+ A(2a + b+ 3¢ — 3). Nejveétsi objem
jeproa=1/2,b=1,¢c=1/3.

. (Jen pro zdjemce.) Méjme kvadr @ typu @ = (0,a) x (0,b) x (0,c)
daného objemu V. Na kvadr sviti svétlo, jehoz paprsky maji smér
vektoru v = (1,1, —1). Naleznéte rozméry a, b, ¢, aby neosvétlena cast
roviny xy méla co nejmensi obsah.

Vysledek:

Obecné je obsah neosvétlené ¢ésti S = ab + (ac 4 bc)/V/2. Lagrange-
ova funkce je tak L = S + A(abc — Vp). Minimalni hodnota velikosti

neosvétlené ¢dsti je piia = b = E(?VO)IB, c = (2Vp)'/? a je rovna

%(2‘/0)2/ 3. Funkce S je na mnoziné abc = V|, shora neomezena.

. Méjme kuzel z = h — /2?2 + y?, 2 > 0, kde h je jeho vyska. Vepiste do
néj

(a) valec s podstavou v roviné xy maximalniho objemu.

(b) kvadr s podstavou v roviné zy maximalniho objemu.

Vysledky:

(a) Polomér podstavy oznac¢ime r a vysku vélce v. Lagrangeova funkce
je L =7r?v+ Mv +r — h). Nejvétsi objem je pti r = %h av= %h.
(b) Délky hran kvadru si oznacime a, b, c. Lagrangeova funkce je tak

22
L = abc + A3V a? 4 b 4+ ¢ — h) Nejvetst objem je pro a = b = %_ h
h.

a vyska ¢ = %



6. Naleznéte maximum a minimum funkce f(z,y, z) = 2y 4+ 2z na mnoziné
M={(z,y,2) eR3|z+y+2z=1, 22 +y*>=4}.
Vysledek:
Lagrangeova funkce je L = 2y + 2+ M\ (z+y+2— 1) + X (22 + 9% — 4).

Pti vice vazebnych podminkéch jsou stacionarni body funkce L feSenim
soustavy

oL oL oL oL oL
— =0, —=0, —=0, —=0, —=0.

ox dy 0z o\ Oy

V nasem pifpadé jsou stacionarni body (v/2, —v/2,1) a (=v/2,v/2,1).
Dosazenim do f zjistime, Ze v prvnim je minimum a ve druhém maxi-
mum.

7. Rovina x + y + 22 = 2 protind paraboloid z = 22 + y? v néjaké kiivce
C. Naleznéte na kiivee C' bod nejblize a nejdale od pocatku.

Vysledek:

Lagrangeova funkce je L = x +y +224 M (2 +y+22—2)+ Ao (224> —2)
a jeji staciondrni body jsou (3,3,3) a (—1,—1,2). Prvnf je nejblizsf a

2
druhy je nejvzdélené;jsi.

8. Jakou vzdélenost mé pifmka y = 2z od kiivky 2% — y? = 37
Vysledek:
Minimalizujeme vzdélenost dvou bodu (x1,31) a (z2,y2), kde prvni
lezi na piimce a druhy na kfivce, tj. hleddme minimum funkce ¢ty

proménnych f(xy,y1, o, y2) = (x1 — 22)> + (y1 — y2)?. Lagrangeova
funkce je tak

L(z1, 91, T2, y2) = (21— 22)* + (y1 — y2)* + A1 (y1 — 221) + Xa (25 — 5 — 3).

Jeji staciondrni body jsou (z1,y1,22,92) = i(§,§,2, 1) a vzdalenost

pifmky od kiivky je /(4 — 2)2 + (§ - 1)2 = 3/V5.

2 2
9. (Jen pro opravdové zdjemce.) Méjme elipsu — +55 = 1, kterd obsahuje

ve svém vnitiku kruznici o rovnici (z —s)?+y? = s*. Pro které hodnoty
a,b bude tato elipsa ohranicovat nejmensi plochu?



Vysledek:
Bod (xg,40), kde se kruznice a elipsa dotykaji spliuje

2 2
Lo , Yo
E‘i‘b—Q:L (zo — 8)* + 45 = 57,

Zo Yo

5= alxy —2), bz = Yo
(Druhé dvé podminky vyjadiuji, ze normély k elipse i ke kruznici jsou
rovnobézné.) Jsou to ¢tyfi rovnice pro tfi proménné zg, yo, . Aby mély
feSenf je nutné splnéni podminky s?a? = b*(a?—b?). Lagrangeova funkce
je tak L = mab+\(s?a®—b*(a®>—b?)). Hledané hodnoty jsou a = 3s/v/2,
b= s\/% a obsah %7n92\/§.



