Dvojny integral.

1. Vypoctéte nasledujici integraly tak, Ze napiSete obé poradi integrace a
jedno z nich dopoctete.
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2. Napiste nésledujici integraly v opaéném poradi integrace.
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3. Nacrtéte obrazek mnoziny D a pomoci polarnich souradnic vypoctéte
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4. Napiste nasledujici integraly v polarnich souradnicich v poradi inte-
grace dodp.
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(a) D= {(z,y) e R* | y?> <z <2 -y}, hustota f = 1;



(b) D ={(z,y) € R? | V& + /y < /a}, hustota f = 1;
(c) D={(z,y) € R?| 2% + y? < 2azx}, hustota f = /22 + 12.

Vysledky:

(a) t = (8/5,—1/2);
(b) t = (a/5,a/5);
(c) t = (6a/5,0).

6. Kruhovy bazén ma polomér 3 m. Ve sméru severo-jiznim je jeho hlouka
konstantni a ve sméru vychodo-zdpadnim linearné roste z hodnoty
0.5m na vychodnim konci k hodnoté 2.5 m na zdpadnim konci. Zjistéte
jaky objem vody bazén pojme.

Vysledek:
V= ffD(% + %) = %ﬂ-mg, kde D = {(1‘7y) | 22 +y2 < 9}
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zavésime v bodé (a,0). Zjistéte, jaky thel bude svirat spojnice bodu
(—a,0) a (a,0) se svislym smérem.

Vysledek:
K vypoctu uzijeme tzv. eliptické souradnice, coz je modifikace polarnich
souradnic: ® = (agcos @, bosin ), Ag = abo. T&zists je t = (0, 22) a
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7. Horni polovinu elipsy F = {(l’ay) € R? ‘ x—Q +
a

8. V disku o poloméru R vyfizneme kruhovy otvor s polomérem a/2,
a < R tak, ze se kraj otvoru dotyka stfedu disku. Jaky je moment
setrvacnosti tohoto disku vzhledem k jeho stredu, je-li plosna hustota
rovna vzdalenosti od stfedu?

Vysledek:
Stied disku umistime do po¢atku a stfed otvoru do bodu a/2 na ose x.

Hustota je f = /22 4+ y? a moment setrvacnosti I = // (2% +12)%? =
D
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Trojny integral.

,kde D = {(z,y) e R? | 2> + y?* < R?, 2* +y* > ax}.

1. Vypoctéte nasledujici trojné integraly, s moznym vyuzitim cylindric-
kych nebo sférickych souradnic.
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Vysledky:
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. Vypoététe hmotnost télesa lezictho mezi dvéma sférami z2+y?+22 = r?
a 2 +y%+ 2% = 4r?, je-li hustota nepifmo timérnd vzdalenosti od stfedu
sfér s koeficientem k.

Vysledek:
™ 2r 2
K
Ve sférickych soutradnicich / / / — 0*sinf dpdodd = 6mrr?.
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. Teéleso lezici v 1. oktantu je omezeno nésledujicimi plochami x+vy = a,

r+y— 2+ a=0. Zjistéte hodnotu a > 0, aby objem byl roven 20/3.
Vysledek:
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4. Trojbokou pyramidu P = {(z,y,2) € R® |z +y+2 <1, x,9,2 >0} s
hustotou f = z rozdéluje rovina x = a na dvé ¢asti se stejnymi hmot-
nostmi. Urcete hodnotu a.

Vysledek:
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5. (Jen pro zéjemce). Zjistéte objem mnoziny, ktera vznikla priunikem ti{
na sebe kolmych vélett Vi = {(z,y,2) € R® | 22 +¢y* < a?}, Vo =
{(z,y,2) eR? |2 + 2% < a®}, Vo= {(2,y,2) € R® | y* + 2° <’}

Vysledek:

Oznacime-li D c¢tvrtkruh s polomérem a lezici v 1. kvadrantu, pak
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objem je V' = 8// min{va? — 22, /a® — 42} = “(v/2 - 1).
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