Kiivkovy integral.
1. Vypoctéte nasledujici krivkové integraly.
(a) / x+y+ z ds, kde C je helix (= sroubovice) s parametrizaci
gp?t) = (acost,asint,bt), t € (0,27), a,b > 0;
(b) /c\/m ds, kde C je graf y = 23, x € (0,1);
(¢) | zy — 2* ds, kde C jsou dvé navazujici tsecky, prvni z bodu
(OC, 0,1) do bodu (0,2,0) a druhé z bodu (0, 2,0) do bodu (1,1, 1);
(d) /C(x —y)? ds, kde C je hornf éast kruznice 22 + y? = 2z, y > 0.
Vysledky.
(a) /%(a cost + asint + bt)Va? + b2 dt = %WZb\/m;
0

1
(b) Parametrizace je o(x) = (z,2?) a / (14 92*) dx = 14/5;
0
(¢) Parametrizace prvni usecky je ¢1(t) = (0,2t,1 —¢), t € (0,1) a
druhé tsecky ¢o(t) = (¢,2 — t,t), t € (0,1). Pak
1 1

/—(1 —1)%V5 dt+/ (t(2—1t) —t*)V3dt = 1(V3 — V5);

0 0
(d) Parametrizace je ¢(t) = (1 + cost,sint), t € (0,7) a
/ (14 cost — sint)?dt = 21 — 4.

0

2. Drat ve tvaru sroubovice ¢(t) = (2cost,2sint,t?), t € (0,27) ma hus-
tot f = +/z. Jakd je jeho hmotnost?

Vysledek:
2 2
/ VI + 82 dt = S(VI4dn? - 1).
0

3. Zakladna plotu je kruh s polomérem 5m, 2% + y? = 25, a vyska plotu
2 2
v bodé (x,y) je h(z,y) =2+

a 2;Oy . Pokud jeden litr barvy vystaci



na obarveni 10 m?, kolik litrti je tieba k obarveni plotu z obou stran?
Vysledek:
cos®t —sin?t

0 )5 dt = 207, a tedy staci 27 =~

2
Plocha plotu je / (2 +
0
6.3 1 barvy.
4. Drat ve tvaru spirdly C na plasti kuzele méa parametrizaci = t cost,

y = tsint, z = t, t € (0,47), a hustotu f(x,y,2) = 1/v/2+ 22. Na-
leznéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z.

Vysledek:
Parametrizace je p(t) = (tcost,tsint, t) a ||¢'(t)|| = V2 + t2. Pak

am 1 64
I= [ (2 +9° ds:/ t2 V2412 dt = —x°.
/C( vf 0 V2 + 2 3

5. Mé&jme tsecku C' z bodu (0,0) do bodu (0,1). Pro které pole F(z,y) je
integrél pres C' nulovy?
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Vysledek: Parametrizace je o(t) = (0,%), t € (0,1) a ¢'(t) = (0,1).
Skalarni soucin F'(¢(t)) - ¢'(t) = 0 v pripadech (a), (b) a (d). Jediny
nenulovy integral je v piipadé (c) a jeho hodnota je 1/2.

6. Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly / F ds:
(©)

(a) F(z,y) = (z3,2y) a (C) je &st kruznice 22 + y? = 4, z,y > 0,
kladné orientovana;

(b) F(z,y) = (2zy,2?) a (C) je graf funkce y = 23 vedouci z bodu
(0,0) do bodu (1,1);

—

(c) F(x,y,2) = (z+y,y—2z, 2z?) a oblouk (C') ma parametrizaci ¢(t) =
(%, ¢%,%), t € (0, 1);



—

(d) F(z,y,2) = (x + z,z,—y) a (C) je obvod trojihelnika s vrcholy
A =(1,0,0), B=(0,1,0) a C = (0,0, 1) orientovany A — B —
¢ — A.

Vysledky:
(a) Parametrizace je ¢(t) = (2cost,2sint), t € (0,7/2) a

/2 A
/ (—160083t+80082t)sintdt:—g;
0

1
(b) Parametrizace je o(t) = (¢,1%), t € (0,1) a / 5ttdt =1,
0

! 17
(c)/(5t5—t4—|—2t3)dt——;
; 15

(d) Strana AB ma parametrizaci ¢;(t) = (1 — ¢,¢,0), strana BC' mé
wa(t) = (0,1 —t,t) a strana C'A mé parametrizaci p3(t) = (£,0,1 — 1),

1 1 1
1
te <0,1>.Dostaneme/ 0dt+/ (—1+t)dt—|—/ 1dt:§.
0 0 0
, . , =4 o (_Z/; '1:) P . . ,
7. Jakou praci vykona pole F(x,y) = T2 podél kladné orientované
2Ty

kruznice:

(a) 2+ = o

(b) 2?2 +y? — 4z +3=0.

Vysledek:

(a) Parametrizace je ¢(t) = (acost,asint), t € (0,27) a

2
/ sin®t + cos® t dt = 2, (vysledek nezavisi na poloméru a);
0

(b) Parametrizace je ¢(t) = (2 + cost,sint), t € (0,2m) a

27
14+ 2cost
—— dt. Tento integral je tfeba fesit substituci z = tg (¢/2).
/05+4cost ento integrdl je tieba Fesit substituci x g (t/2)
°°<3 1 1 1

_§x2+9+§x2+1

Tim dostaneme integral 2 /

; )dx:O.

Plosny integral.

1. Vypoctéte nasledujici plosné integraly.



a) // 2?2 dS, kde M je ¢ast roviny 22 + 2y + 2z = 4 v 1. oktantu;
M

)// (x +y+2)dS, kde M je ¢dst sféry a2 +y? + 22 =1, 2 > 0;
M

c) // (22 +1y* +2%) dS, kde M je plast kuzele z = /22 + 32, 2 < 1;
M

d) // 22dS, kde M = {(x,y,2) € R® | 22492 +22 =4, 0< 2 < 1};
M

(e) // (z + 2%y) dS, kde M je ¢ast valce 22 +y> =1, 0 < z < 3,

M,
lezici v 1. oktantu;

f) // (2% +9?)z dS, kde M je ¢ést kuzele z = \/22 + 12, z € (a, b).
M

Vysledky:

) M je graf funkce z = 4 — 2z — 2y, nemusime hledat parametrizaci;

2—zx
// x dydx = 2;

) M je graf funkce z = \/1 — 22 — y?, nemusime tak hledat parame-

trizaci;//$+y+” it =, kde K je kruh 22 4+ 3? < 1.
K \/l—xz—y

Pokud ptesto chceme M parametrizovat, pouzijeme sférické souradnice:

O(p, ) = (sind cos @, sin ¥ sin @, cos ). Pak

o

‘ = sin? a do-

w/2 27
staneme / / sin ¥ cos i + sin ¥ sin ¢ + cos 19) sind dpdy = .

// (222 4 20°)V2 = 72, kde K je kruh 22 +¢® < 1;
(d) M je graf funkce z = /4 — 22 — y?, nemusime hledat parametri-
2
zaci;// 4—x2—y2:§ kde K = {(z,y) € R? | 3 < 2*+y? < 4};
K

(e) Pro parametrizaci plochy M uzijeme cylindrické souradnice:

o 0P
2(p,2) = (cosising, 2), (p,2) € (0,7/2)x(0,3). Pak || 5= x 52 =1

w/2 3
a / / (cos @ + 2%sin @) dzdp = 12.
0 0



(f) Pro parametrizaci plochy M uzijeme cylindrické souradnice:
©,0) = (0cosp, psin gp, 0), (gp 0) € (0,2m) x (a,b). Pak dostaneme

Ha<1> ach_\/_Qa/ /\/_Q dgdw_zw;f( B o),

. Urcete tézisté mnoziny M = {(z,y,2) € R® | 2> +y*+2% =% 2 > 0},
je-li hustota f = 1.

Vysledek:

M je graf funkce z = /1?2 — 22 — y2, nemusime hledat parametrizaci.

Tezisteé je (0,0,t,), kde ¢, _27rr2// ZdS_ZTrTZ//T__aKJe

kruh 22 + y? < r2

. Vypoctéte néasledujici integraly vektorového pole / / FdS.
(M)

(a) M je kruh z? + y* < 4, z = 0 orientovany normdlou s kladnou
z-tovou slozkou a F(z,y, z) = (0,0, 2% + y?).
(b) M je ¢ast paraboloidu z = 22 + y?, z < 2 s orientac{ v kladném
sméru osy z a F(z,y,z) = (y, —z, 2% + y?).
(c) M je cast sféry x? + y* + 22 = r? lezicf v 1. oktantu s orientaci
smérem od pocatku a F(x,y, z) = (z, —z,y).
Vysledky:
(a) M je graf funkce z = 0 nad kruhem D = {(z,y) € R? | 2*+y* < 4},
Norméla je (0,0,1) a tak // 2+ y? = 8.
D

(b) Uzijeme cylindrickych souradnic ® (¢, o) = (0cos ¢, osin p, ¢*). Pak
27
g—i’ X g—i = (—20” cos p, —20%sin @, p) a mdme / / 0 dody = 2.
o Jo
(c) Sférické souradnice ®(p, ) = (rsind cos p, rsin ¥ sin @, r cos ) davaji

39 " dp

3
677'7’ .

. Funkce T'(z,y,2) = 2* + y? + 2% uddva rozlozeni teploty v prostoru.
Tepelny tok je vektorové pole F' = —grad T'. Zjistéte tepelny tok sférou

w/2
9% 9% _ 12(sin® Y cos ¢, sin? ¥ sin ¢, sin ¥ cos ). Pak dostaneme / / 73 sin® ¥ cos? ¢ dij
0



M : 2% + y? + 2? = a? orientovanou vnéjsi normalou.
Vysledek:
Tok F je F = —2(z,y,2) a

// FdS = —2// (x,y,z)MdS:ZlﬂaS.
(M) M H(I,y,Z)H

Integralni véty.
1. Pomoci Gaussovy véty vypoctéte tok pole F orientovanou plochou (M):
(a) F = (0,0, 52%) a plocha M je sféra x* 4+ y* 4 2% = r? orientovand
vnéjsi normalou;
(b) F= (z,9% y+2) aplocha M je hranice télesa omezeného plochami
22 +9y? =4, z = x a 2 = 8§ a orientovand vnéjsi normalou;
(c) F = (xy? + cosz,re *, 2%2) a plocha M je hranice paraboloidu
22 + 9% < z < h orientovand vnéjsi normalou.
Vysledky:

(a) Pouzijeme sférické soutradnice:

- ™ r 2 A ) ' A7 5
div F' = 0" cos*0sinf dpdodf = —r’;
o Jo Jo 15

(b) Pouzijeme cylindrické soutadnice:

o 2 8
///divﬁ:/ / / (242 rhosinp)p dz dodyp = 64;
0 0 0CoSs

(c) Pouzijeme cylindrické soutadnice:

~ 2r  pvVh ph B3
///divF:/ / / o* dzdodp = L.
0 0 92 6

2. Pomoci Greenovy véty spoctéte integraly vektorového pole F podél
orientované krivky (C'):

(a)

F=(
(b) F= (r+y,2*—y) a C je hranice oblasti omezené kiivkami y = 22,
y =+/x, z € (0,1), kladné orientovan4.

(¢) F = (zy2,22%) a C je trojthelnik s vrcholy (0,0), (2,2) a (2,4),
kladné orientovany.

y*, x?) a C je hranice ¢tverce (0, 1)? kladné orientovana.



(d) Vhodnou volbou pole F zjistéte obsah mnoziny ohrani¢ené kiivkou
s parametrizaci p(t) = (acost,bsint), t € (0,27) kladné oriento-
vanou.

(¢) Vhodnou volbou pole F zjistéte obsah mnoziny ohranicené kladné
orientovanou ktivkou sklddajici se z oblouku ¢(t) = (t — t2,¢t),
t€(0,1) a osy y.

Vysledky:
11
(a)/ / 20 — 2y dxdy =0
o Jo
Jz

1
1
b 20 — 1 dydr = ——;
”/o/zz TR

(d) Volime napi. F = 1(—y,z) (nebo F = (0,2) nebo F = (—y,0)).

2
Pak obsah je / Fds = / Lab(cos®t 4 sin*t) dt = Tab.
©) 0

(d) Nejvyhodnéjsi volba je F = (—y,0). Kiivka se skldda z oblouku C
s parametrizaci ¢ a z usecky na ose y od bodu (0, e) do bodu (0, 1).

1

/ Fds= —/ e'(1 — 2t)dt = 3 — e. Integral pies tsecku je nulovy,
(©) 0

nebot I je kolmé na tisecku. Tim obsah = 3 — e.

. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte tok pole rot F zadanou plochou M:

(a) F' = (2%2%,y*2% xyz) a plocha je ¢dst paraboloidu z = z? + y?
lezici uvnitt vélce 22 + y? = r? orientovand normélou sméiujici

dolu.
(b) F = (y,y —x,22) a M je cést sféry a2 + 4> + (z — 4)2 = 25 lezici
nad rovinou zy a orientované vnéjsi normélou.
Vysledky:
(a) Parametrizace kiivky (C) je ¢(t) = (—rcost,rsint,r?) a
/( ) Fds= /27f 7(cos® tsint + sin®t cost)dt = 0.
c 0



(b) Parametrizace kiivky (C) je ¢(t) = (3cost,3sint,0) a
2m
/ Fds= 9/ (—sin*t +sint cost — cos® t)dt = —18m.
(@) 0

4. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral pole F podél orientované
kiivky (C):

(a) F = (224 2,y — 2,2+ y) a C je obvod trojuhelnika s vrcholy
(1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1) orientovany podle uvedeného poradi
vrcholu.

(b) F = (—y,x,22%) a C je kruznice 22 + 2 = a2 v roviné z = 2.
2 2
(¢) F = (x,y,xy) a kiivka C je kraj plochy paraboloidu z = % + %

lezici uvniti valce 22 +y? < 4 a orientovaného normélou s kladnou
z-tovou soutradnici.

Vysledky:

~ 3
(a) rot F' = (2,1,0) a/ Fds = // (2,1,0) - (1,1,1) = =, kde D je
©) D 2
trojihelnik D = {(z,y) e R?* |z +y < 1, z,y > 0}.
(b) K pouziti Stokesovy véty je tieba si jesté zvolit plochu M, jejiz kraj
je dand kruznice: M = {(z,y,2) € R? | 22 +y* < a?, 2 = 2} s orientaci
1= (0,0, 1). Protoze rot F' = (0,0, 2), mame
Fds= // rot F - it dS = 2ra’.
©) M

2 2

(c) Plocha M s danym krajem C' je graf funkce z = T + Y had

4 9
kruhem D = {(z,y) € R? | 22 + y? < 4}. Normélovy vektor ke grafu je

it = (—x/2,—2y/9,1) arot F = (z, —y,0). Pak
10

/<c> Fs= //D(x —,0) - (=2/2,=2y/9,1) = =,

Potencialni pole.

1. Zjistéte, ktera z néasledujicich poli jsou potencidlni a v kladném piipadé
naleznéte jejich potencial.

(a) F = (229> + 2, 2yz” + 3y°);



Vysledky:
(a) f =2y’ + 22+ 9"+ C;
(b) Neni potencidlni.

1
O =g ¢

(d) f =322 —y* + 32224+ C;
(e) Neni potencialni.

(f) f=zsinzy+x — 22+ C.

. Pro které hodnoty a,b je pole F = (—zy + x,ax? + by) potencidlni?
Naleznéte jeho potencial.

Vysledek:

Podminka je 2ax = —x, tj, a = —%. Hodnota b je libovolnéa. Potencial
f=32(1—y)+3by* + C.

. Naleznéte funkei g(x) tak, aby pole F = (¥ + ysinz, g(x) + xe?) bylo
potencialni. Urcete jeho potencial.

Vysledek:

g(x) = —cosx a potencidl je f = ze¥ —ycosz + C.



