
1. semestrálńı test (varianta A)

Jméno a př́ıjmeńı: .......................................................

Odpovědi zd̊uvodněte!

1. [5 bod̊u] Je dána funkce

f(x, y) = x sin(πy)− lnx.

(a) Určete jednotkový vektor udávaj́ıćı směr největš́ıho r̊ustu funkce f v bodě
(1, 2).

(b) Nalezněte Taylor̊uv polynom prvńıho řádu funkce f v bodě (1, 2).

2. [5 bod̊u] Na křivce o rovnici

x2 + 2xy + 5y2 = 1

nalezněte nejnižš́ı bod (tj. bod s nejmenš́ı druhou souřadnićı).

1. semestrálńı test (varianta B)

Jméno a př́ıjmeńı: .......................................................

Odpovědi zd̊uvodněte!

1. [5 bod̊u] Je dána funkce

f(x, y) = ln
(
x2 + y2 − 1

)
.

(a) Nalezněte definičńı obor funkce f a hladinu funkce f výšky 0, kterou
načrtněte.

(b) At’ ϕ : R → R2 je tř́ıdy C1, ϕ(3) = (−1, 1), ϕ′(3) = (1, 3) a g(t) =
f(ϕ(t)). Pomoćı řet́ızkového pravidla vypočtěte g′(3).

2. [5 bod̊u] Nalezněte a klasifikujte všechny stacionárńı body funkce

f(x, y) = x4 − 2xy + y2.



2. semestrálńı test (varianta A)

Jméno a př́ıjmeńı: .......................................................

Odpovědi zd̊uvodněte!

1. [5 bod̊u] Vypočtěte integrál∫ 1

0

∫ √1−x2
1−x

x+ y

x2 + y2
dy dx.

pomoćı vyjádřeńı v polárńıch souřadnićıch tak, aby vnitřńı integrace byla přes
proměnnou r.

2. [5 bod̊u] Vypočtěte křivkový integrál funkce

f(x, y) = x− 2y2

podél úsečky C s krajńımi body (2, 0) a (0, 1).

2. semestrálńı test (varianta B)

Jméno a př́ıjmeńı: .......................................................

Odpovědi zd̊uvodněte!

1. [5 bod̊u] Záměnou pořad́ı integrace vypočtěte integrál∫ 1

0

∫ −1
√
y−2

x

(x+ 2)2
dx dy.

2. [5 bod̊u] Vypočtěte křivkový integrál vektorového pole

F(x, y) = (−xy, x2)

podél křivky C, která je pr̊unikem kružnice ‖(x, y)‖ = 2 s prvńım kvadrantem,
jej́ı počátečńı bod je (2, 0) a koncový bod je (0, 2).



Stručná řešeńı

1. semestrálńı test (varianta A)

1. (a) Jednotkový směr největš́ıho r̊ustu je vektor

∇f(1, 2)

‖∇f(1, 2)‖
=

(
− 1√

1 + π2
,

π√
1 + π2

)
.

(b) Taylor̊uv polynom prvńıho řádu funkce f v bodě (1, 2) je

T (x, y) = f(1, 2) +∇f(1, 2) · (x− 1, y − 2) = −(x− 1) + π(y − 2).

2. Hledáme bod minima funkce f(x, y) = y na množině

M =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣x2 + 2xy + 5y2 = 1

}
.

(Existence takového bodu plyne z Weierstrassovy věty.) Z věty o Lagran-
geových multiplikátorech obdrž́ıme soustavu rovnic

λ(2x+ 2y) = 0,

1 + λ(2x+ 10y) = 0,

x2 + 2xy + 5y2 = 1.

Z prvńı rovnice vid́ıme, že λ = 0 nebo x = −y. Možnost λ = 0 muśıme
vyloučit, protože vede ke sporu s druhou rovnićı. Ze vztahu x = −y a třet́ı
rovnice dostaneme x2 = 1

4
. Tedy x = ±1

2
a y = −x = ∓1

2
. Odtud plyne, že

bod v M , který má nejmenš́ı druhou souřadnici, je
(
1
2
,−1

2

)
.

1. semestrálńı test (varianta B)

1. (a) Definičńı obor D funkce f je vněǰsek kružnice se středem v počátku a
poloměrem 1, tj.

D =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣x2 + y2 > 1

}
.

Z rovnosti f(x, y) = 0 dostaneme x2 + y2 = 2. Tedy hladina funkce f
výšky 0 je kružnice se středem v počátku a poloměrem

√
2, tj.

lev(f ; 0) =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣∣x2 + y2 =

√
2
}
.

(b) Z řet́ızkového pravidla plyne, že

g′(3) = ∇f(−1, 1) · ϕ′(3) = (−2, 2) · (1, 3) = 4.

2. Gradient funkce f je nulový právě tehdy, když

4x3 − 2y = 0,

−2x+ 2y = 0.



Z druhé rovnice máme x = y. Dosazeńım do prvńı rovnice dostaneme

2x(2x2 − 1) = 0.

Odtud vid́ıme, že (0, 0),
(

1√
2
, 1√

2

)
a
(
− 1√

2
,− 1√

2

)
jsou stacionárńı body funkce

f . Hessova matice funkce f v bodě (x, y) je

Hf (x, y) =

(
12x2 −2
−2 2

)
.

Tedy

Hf (0, 0) =

(
0 −2
−2 2

)
je indefinitńı matice, a proto je (0, 0) sedlový bod funkce f . Dále

Hf

(
1√
2
,

1√
2

)
= Hf

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
=

(
6 −2
2 2

)
je pozitivně definitńı matice, a proto

(
1√
2
, 1√

2

)
a
(
− 1√

2
, 1√

2

)
jsou body lokálńıho

minima funkce f .

2. semestrálńı test (varianta A)

1. Dvojnásobný integrál odpov́ıdá integrálu přes množinu znázorněnou na Obrázku 1.

Obrázek 1: Znázorněńı integračńıho oboru.

Nyńı muśıme popsat danou množinu pomoćı polárńıch souřadnic. Z obrázku
vid́ıme, že ϕ ∈ [0, π

2
]. Horńı mez polárńı souřadnice r je 1 nezávisle na ϕ.

Dosad́ıme-li vztahy x = r cosϕ a y = r sinϕ mezi kartézskými a polárńımi
souřadnicemi do rovnice y = 1− x, pak po úpravě obdrž́ıme

r =
1

sinϕ+ cosϕ
,

což je vyjádřeńı dolńı meze souřadnice r v závislosti na ϕ ∈ [0, π
2
]. Proto∫ 1

0

∫ √1−x2
1−x

x+ y

x2 + y2
dy dx =

∫ π
2

0

∫ 1

1
sinϕ+cosϕ

r(cosϕ+ sinϕ)

r2
r dr dϕ

=

∫ π
2

0

cosϕ+ sinϕ− 1 dϕ = 2− π

2
.



2. Parametrizace křivky C je např́ıklad

ϕ(t) = (2(1− t), t), t ∈ [0, 1].

Proto ∫
C

f(x, y) ds =

∫ 1

0

(
2(1− t)− 2t2

)√
5 dt =

√
5

3
.

2. semestrálńı test (varianta B)

1. Dvojnásobný integrál odpov́ıdá integrálu přes množinu načrtnutou na Obrázku 2.

Obrázek 2: Znázorněńı integračńıho oboru.

Z obrázku plyne, že∫ 1

0

∫ −1
√
y−2

x

(x+ 2)2
dx dy =

∫ −1
−2

∫ (x+2)2

0

x

(x+ 2)2
dy dx =

∫ −1
−2

x dx = −3

2
.

2. Parametrizace křivky C odpov́ıdaj́ıćı zadané orientaci je např́ıklad

ϕ(t) = (2 cos t, 2 sin t), t ∈
[
0,
π

2

]
.

Proto ∫
C

F (x, y) · ds =

∫ π
2

0

(
−4 sin t cos t, 4 cos2 t

)
· (−2 sin t, 2 cos t) dt

= 8

∫ π
2

0

cos t dt = 8.


