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Motivace

Př́ıklad

Je dána funkce

f(x, y) =

{
x2y
x4+y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Již ďŕıve jsme ukázali, že funkce f má směrovou derivaci v bodě (0, 0)
podle jakéhokoli vektoru v ∈ R2 a v bodě (0, 0) nemá limitu (tedy neńı
spojitá v bodě (0, 0)).
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Motivace

Tvrzeńı

At’ f : D ⊆ R→ R, a je vniťrńı bod množiny D a α ∈ R. Pak je
ekvivalentńı:

1 v bodě a existuje derivace f ′(a) funkce f a f ′(a) = α;

2

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− αh
|h|

= 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Diferenciál

Definice (diferenciál vektorové funkce)

At’ a je vniťrńı bod množiny D ⊆ Rn a f : D → Rm. Lineárńı zobrazeńı
L : Rn → Rm se nazývá diferenciál vektorové funkce f v bodě a, jestliže

lim
h→0

f(a + h)− f(a)−L(h)

‖h‖
= 0.

Diferenciál funkce f v bodě a budeme označovat symbolem df(a) a jeho
hodnotu v bodě h budeme označovat symbolem df(a) (h). Má-li funkce
f diferenciál v bodě a, potom ř́ıkáme, že f je diferencovatelná v bodě a.

Plat́ı
df(a) (h) = (df1(a) (h), . . . ,dfm(a) (h)) ,

má-li jedna ze stran rovnosti smysl.
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Diferenciál

At’ f : D ⊆ Rn → Rm je diferencovatelná v bodě a. Položme

ω(h) =

{
f(a+h)−f(a)−df(a)(h)

‖h‖ , je-li a + h ∈ D \ {a};
0, je-li h = 0.

Existuje okoĺı U(0) lež́ıćı v definičńım oboru funkce ω.

lim
h→0

ω(h) = 0 = ω(0).

Pro každé h ∈ Rn splňuj́ıćı a + h ∈ D je

f(a + h) = f(a) + df(a) (h) + ‖h‖ω(h).

Pokud h je bĺızko 0, pak

f(a + h) ≈ f(a) + df(a) (h).
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Diferenciál

Př́ıklad

Necht’ c ∈ Rm a vektorová funkce f : Rn → Rm je dána p̌redpisem
f(x) = c. Potom pro každé a ∈ Rn je

df(a) = 0,

kde 0 : Rn → Rm je identicky nulové zobrazeńı.

Př́ıklad

Necht’ f : Rn → Rm je lineárńı zobrazeńı. Potom pro každé a ∈ Rn je

df(a) = f .
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Reprezentace diferenciálu

Definice (gradient a Jacobiho matice)

1 Jestliže f : D ⊆ Rn → R má všechny parciálńı derivace (1. řádu)
v bodě a, potom vektor

∇f(a) =

(
∂f

∂x1
(a), . . . ,

∂f

∂xn
(a)

)
se nazývá gradient funkce f v bodě a. Mı́sto ∇f(a) se také často
ṕı̌se grad f(a).

2 Jestliže složky f1, . . . , fm vektorové funkce f : D ⊆ Rn → Rm maj́ı
v bodě a všechny parciálńı derivace (1. řádu), potom m× n matice

Jf (a) =


∂f1
∂x1

(a) . . . ∂f1
∂xn

(a)
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(a) . . . ∂fm
∂xn

(a)

 =

∇f1(a)
...

∇fm(a)


se nazývá Jacobiho matice funkce f v bodě a.
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Reprezentace diferenciálu

Věta (souvislost diferenciálu a směrové derivace)

Jestliže f1, . . . , fm jsou složky vektorové funkce f : D ⊆ Rn → Rm
diferencovatelné v bodě a, potom pro každé h ∈ Rn existuje ∇hf(a) a

df(a) (h) = ∇hf(a) = (h ·∇f1(a), . . . ,h ·∇fm(a)) .

V takovém p̌ŕıpadě můžeme s využit́ım sloupcového zápisu vektor̊u psát

df(a) (h) = ∇hf(a) = Jf (a)h.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Pokud diferenciál vektorové funkce existuje, je určen jednoznačně.

Je-li funkce f diferencovatelná v bodě a, pak zobrazeńı v 7→ ∇vf(a)
je nutně lineárńı.
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Reprezentace diferenciálu

Tvrzeńı (spojitost diferencovatelné funkce)

Jestliže vektorová funkce f je diferencovatelná v a, pak je v a spojitá.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Věta (postačuj́ıćı podḿınka existence diferenciálu)

Jestliže vektorová funkce f má na okoĺı bodu a spojité všechny parciálńı
derivace (1. řádu), pak je v bodě a diferencovatelná.

Důkaz: Vynecháváme. �
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Reprezentace diferenciálu

Př́ıklad

Je dána funkce
f(x, y) = x2 − 2y2

Tato funkce je diferencovatelná a

df(x, y) (h, k) = 2xh− 4yk.

Př́ıklad

Mějme vektorovou funkci

f(x, y) = (x− ey, x2 + y).

Ta je diferencovatelná v každém bodě a

df(x, y) (h, k) =

(
1 −ey

2x 1

)(
h
k

)
=

(
h− key
2xh+ k

)
.
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Poznámka k zápisu diferenciálu ve fyzice a inženýrstv́ı

Ve fyzice se diferenciál reálné funkce f v bodě a často ṕı̌se ve tvaru

df(a) =
∂f

∂x1
(a)dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
(a)dxn.

Jaký význam maj́ı symboly dx1, . . . ,dxn?

Připomeňme, že i-tá soǔradnicová projekce je funkce σi(a) = ai.
Mı́sto σi pǐsme xi.

Potom pro každé h ∈ Rn máme

df(a) (h) =
∂f

∂x1
(a)dx1(a) (h) + · · ·+ ∂f

∂xn
(a)dxn(a) (h).

Protože dxi(a) nezáviśı na a, ṕı̌seme jen dxi ḿısto dxi(a). S touto
konvenćı obdrž́ıme

df(a) =
∂f

∂x1
(a)dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
(a)dxn.
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Směry nejvěťśıho r̊ustu a poklesu

Tvrzeńı (směry nejvěťśıho r̊ustu a poklesu)

Necht’ f : D ⊆ Rn → R je diferencovatelná v bodě a.

1 Je-li h ∈ Rn jednotkový vektor, potom

∇hf(a) ∈ [−‖∇f(a)‖ , ‖∇f(a)‖] .

2 Je-li ∇f(a) 6= 0 a h = ∇f(a)
‖∇f(a)‖ , potom ∇hf(a) = ‖∇f(a)‖.

3 Je-li ∇f(a) 6= 0 a h = − ∇f(a)
‖∇f(a)‖ , potom ∇hf(a) = −‖∇f(a)‖.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

At’ ∇f(a) 6= 0.

∇f(a) ... udává směr nejvěťśıho r̊ustu funkce f v bodě a.

−∇f(a) ... udává směr nejvěťśıho poklesu funkce f v bodě a.
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Směry nejvěťśıho r̊ustu a poklesu

Př́ıklad

Je dána funkce f(x, y) = x2 + 2y2.

Jednotkový vektor udávaj́ıćı směr nejvěťśıho r̊ustu funkce f v bodě

a = (1, 1) je v = ∇f(a)
‖∇f(a)‖ =

(
1√
5
, 2√

5

)
.

Jednotkový vektor udávaj́ıćı směr nejvěťśıho poklesu f v bodě

a = (1, 1) je w = − ∇f(a)
‖∇f(a)‖ =

(
− 1√

5
,− 2√

5

)
.

v

w

a

-2 -1 1 2
x

-2

-1

1

2

y
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Tečná nadrovina

Definice (tečná nadrovina)

Necht’ f : D ⊆ Rn → R je diferencovatelná v bodě a. Tečná nadrovina ke
grafu funkce f v bodě (a, f(a)) je množina

{(x, xn+1) |xn+1 = f(a) + (x− a) ·∇f(a)} .

Pro každé α 6= 0 se vektor

α (∇f(a),−1) ∈ Rn+1

nazývá normálový vektor ke grafu funkce f v bodě (a, f(a)).

Speciálńı p̌ŕıpady:

n = 1 ... tečna (p̌ŕıpadně tečná p̌ŕımka).

n = 2 ... tečná rovina.
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Tečná nadrovina

Tečná nadrovina ke grafu funkce v bodě (a, f(a)) je graf afinńı funkce

g(x) = f(a) + (x− a) ·∇f(a) = f(a) + df(a) (x− a).

Je-li x bĺızko bodu a, pak můžeme psát

f(x) ≈ f(a) + (x− a) ·∇f(a).

Př́ıklad

Hledejme tečnou rovinu ke grafu funkce

f(x, y) = x arctg
(
xy2
)
.

v bodě
(
1, 1, π4

)
a p̌ribližnou hodnotu č́ısla f

(
11
10 ,

19
20

)
.
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Tečná nadrovina

Př́ıklad (pokračováńı)

Tečná rovina ke grafu funkce f v bodě
(
1, 1, π4

)
má rovnici

z =
π

4
+
π + 2

4
(x− 1) + (y − 1).

D́ıky tomu f
(
11
10 ,

19
20

)
≈ 11

40π.
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Derivace složeného zobrazeńı

Věta (o derivaci složeného zobrazeńı)

At’ f : E ⊆ Rm → Rp je diferencovatelná v bodě b a g : D ⊆ Rn → Rm je
diferencovatelná v bodě a. Jestliže g(a) = b, potom funkce h = f ◦ g je
diferencovatelná v bodě a a plat́ı

dh(a) = df(b) ◦ dg(a) .

Důkaz: Vynecháváme. �
V řeči Jacobiho matic lze závěr p̌redchoźı věty formulovat ve tvaru

Jh (a) = Jf (b)Jg (a) .
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Derivace složeného zobrazeńı

Důsledek (̌ret́ızkové pravidlo)

At’ f : E ⊆ Rm → R je diferencovatelná v bodě b a g : D ⊆ Rn → Rm je
diferencovatelná v bodě a. Jestliže g(a) = b a h = f ◦ g, potom pro každé
i ∈ {1, . . . , n} je

∂h

∂xi
(a) = ∇f (b) · ∂g

∂xi
(a) =

m∑
j=1

∂f

∂yj
(b)

∂gj
∂xi

(a) .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
V p̌ŕıpadě n = 1 se řet́ızkové pravidlo redukuje na

h′(a) = ∇f (b) · g′ (a) =
m∑
j=1

∂f

∂yj
(b) g′j (a) .
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Derivace složeného zobrazeńı

Př́ıklad

Necht’ f(u, v) = uv2 a g(x, y) = (x cos y, x+ 2y). Z řet́ızkového pravidla
pro h = f ◦ g obdrž́ıme

∂h

∂x
(x, y) = (x+ 2y)2 cos y + 2 (x+ 2y)x cos y

∂h

∂y
(x, y) = − (x+ 2y)2 x sin y + 4 (x+ 2y)x cos y.

Př́ıklad

Mějme dánu spojitě diferencovatelnou funkci f : R→ R. Potom funkce
g(x, y) = f(xy) je řešeńım rovnice

x
∂g

∂x
(x, y)− y∂g

∂y
(x, y) = 0

na R2.
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Aplikace diferenciálu – linearizace soustavy ODR

At’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená množina a f : Ω→ Rn má spojité parciálńı
derivace (prvńıho řádu) na Ω. Uvažme soustavu diferenciálńıch rovnic tvaru

x′(t) = f(x(t))

Necht’ a ∈ Ω je ekvilibrium dané soustavy (tj. f(a) = 0). Protože pro
každý bod x bĺızko bodu a můžeme psát

f(x) ≈ f(a) + Jf (a) (x− a) ,

je
x′(t) = Jf (a) (x(t)− a) .

Uváž́ıme-li substituci u(t) = x(t)− a, dostaneme

u′(t) = Jf (a)u(t).

Tato soustava se nazývá linearizaćı soustavy x′(t) = f(x(t)) v bodě a.
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Aplikace diferenciálu – linearizace soustavy ODR

Př́ıklad

Uvažujme rovnici

x′ = y,

y′ = −y − sinx.

Linearizace této soustavy v bodě (0, 0) je

x′ = y,

y′ = −y − x.
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Aplikace diferenciálu – linearizace soustavy ODR

Př́ıklad (pokračováńı)
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Aplikace diferenciálu – linearizace soustavy ODR

Př́ıklad (pokračováńı)

Linearizace v bodě (π, 0) je

x′ = y,

y′ = −y + x.
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