
Extrémy funkćı

Zadáńı

1. Klasifikujte všechny stacionárńı body funkce f , jestliže

(a) f(x, y) = x4 − 2x2 + y3 − 3y;

(b) f(x, y) = (x2 + y2)2 − 2(x2 + y2);

(c) f(x, y) = 1−
√
x2 + y2;

(d) f(x, y) = y cosx;

(e) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xy + x− 2z;

(f) f(x, y, z) = x+ y2

4x
+ z2

y
+ 2

z
, kde x, y, z > 0;

2. Rozhodněte, zda je funkce f konvexńı, jestliže

(a) f(x, y) = x2 + 2y2 − 3xy;

(b) f(x, y, z) = x2 + 1
2
y2 + z2 + xy + yz.

3. Je dána funkce f(x, y) = 1
3
x3 + y2 − x.

(a) Nalezněte největš́ı otevřenou množinu C, na které je f konvexńı.

(b) Klasifikujte stacionárńı body funkce f .

(c) Je bod (1, 0) bodem extrému funkce f na C, kde C je množina z bodu
(a)? Pokud ano, jakým?

4. Je dána funkce f(x, y) = x2 + 2y2 + αxy + y, kde α ∈ R.

(a) Určete všechny hodnoty parametru α tak, aby funkce f byla konvexńı.

(b) Pro každou hodnotu parametru α z předchoźıho bodu nalezněte všechny
body minima funkce f .

5. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u proložte body (−1, 0), (−1
2
, 3), (0, 2) a

(
1
2
, 1
)

graf
funkce

(a) f(x) = ax+ b, kde a, b ∈ R.

(b) f(x) = a sin(πx) + b cos(πx), kde a, b ∈ R.

6. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u proložte body (−2, 0), (−1, 0), (0, 1), (1, 2) a
(2, 5) graf funkcef(x) = ax2 + bx+ c, kde a, b, c ∈ R.

7. Nalezněte všechny body v rovině x + y + z = 1, které jsou nejbĺıže bodu
(2, 0,−3).

8. Nalezněte všechny body na povrchu kuželu z2 = x2 + y2, které jsou nejbĺıže
bodu (4, 2, 0).

9. Nalezněte body minima a maxima funkce f na množině M , jestliže

(a) f(x, y) = 2x3 + y4, M = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ 1};



(b) f(x, y) = xy2, M = {(x, y) ∈ R2 |x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 3};
(c) f(x, y) = x2 + y2 − 2x, M je trojúhelńık s vrcholy (2, 0), (0, 2), (0,−2);

10. Nalezněte rozměry kvádru o největš́ım objemu, který lež́ı v prvńım oktantu,
má tři stěny v rovinách x = 0, y = 0, z = 0 a jeden vrchol má v rovině
x+ 2y + 3z = 6.

11. Pomoćı metody Lagrangeových multiplikátor̊u nalezněte extrémy funkce f na
množině M , jestliže

(a) f(x, y) = e−xy, M = {(x, y) ∈ R2 |x2 + 4y2 ≤ 1};
(b) f(x, y, z) = x+ y + z, M = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

12. Mezi body množiny

M =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣x2 + y2 + z2 = 4

}
nalezněte všechny, které jsou nejbĺıže (resp. nejdále) od bodu a = (3, 1,−1) a
určete jejich vzdálenosti od a.

13. Nalezněte nejvyšš́ı bod (tj. bod s největš́ı třet́ı souřadnićı) na křivce, která je
pr̊unikem ploch o rovnićıch x2 + y2 − z2 = 0 a x+ 2z = 4.

14. Nalezněte tři nezáporná č́ısla, jejichž součet je 300 a součin je maximálńı.

15. Nalezněte vzdálenost paraboly y = x2 od př́ımky x− y − 1 = 0.



Výsledky

1. (a) (0, 1), (−1,−1) a (1,−1) jsou sedlové body; (−1, 1) a (1, 1) jsou body
ostrého lokálńıho minima; (0,−1) je bod lokálńıho maxima.

(b) (0, 0) je bod lokálńıho maxima; každý prvek v {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = 1}
je bodem lokálńıho minima (dokonce bodem minima).

(c) Funkce nemá stacionárńı body. (Ale bod (0, 0) je bod maxima funkce f .)

(d) Pro každé k ∈ Z je
(
π
2

+ kπ, 0
)

sedlový bod.

(e)
(
−2

3
,−1

3
, 1
)

je bod lokálńıho minima.

(f)
(
1
2
, 1, 1

)
je bod lokálńıho minima.

2. (a) Neńı konvexńı.

(b) Je konvexńı.

3. (a) C = {(x, y) ∈ R2 |x > 0}.
(b) (1, 0) je bod lokálńıho minima a (−1, 0) je sedlový bod.

(c) Jedná se o bod minima funkce f na C.

4. (a) f je konvexńı pro α ∈ [−2
√

2, 2
√

2].

(b) Pro každé α ∈ (−2
√

2, 2
√

2) má f jediný bod minima, a to
(

α
8−α2 ,

−2
8−α2

)
.

Pro α = ±2
√

2 bod minima neexistuje.

5. (a) a = 2
5
, b = 8

5
.

(b) a = −1, b = 1.

6. a = 3
7
, b = 6

5
, c = 26

35
.

7.
(
8
3
, 2
3
,−7

3

)
.

8.
(
2, 1,
√

5
)
,
(
2, 1,−

√
5
)
.

9. (a) (−1, 0) je bod minima a (1, 0) je bod maxima.

(b) (1,
√

2) je bod maxima a všechny prvky množiny{
(x, 0)

∣∣∣ 0 ≤ x ≤
√

3
}
∪
{

(0, y)
∣∣∣ 0 ≤ y ≤

√
3
}

jsou body minima.

(c) (1, 0) je bod minima; (0,−2) a (0, 2) jsou body maxima.

10.
(
2, 1, 2

3

)
.

11. (a) 1√
2
(−1,−1) a 1√

2
(1, 1) jsou body minima; 1√

2
(−1, 1) a 1√

2
(1,−1) jsou body

maxima.

(b) 1√
3

(−1,−1,−1) je bod minima a 1√
3

(1, 1, 1) je bod maxima.



12. Nejbĺıže je bod ( 6√
11
, 2√

11
,− 2√

11
), jehož vzdálenost od a je

√
15− 44√

11
=
√

11−

2. Nejdále je bod (− 6√
11
,− 2√

11
, 2√

11
), jehož vzdálenost od a je

√
15 + 44√

11
=

√
11 + 2.

13. (−4, 0, 4).

14. x = y = z = 100.

15. 3
√
2

8
.


