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Polynomy aproximuji ,pék

- Polynomy jsou jednoduchy objekt, se kterym se dobre pracuje.
- Slozité funkce lze Casto aproximovat pomoci polynomd.

- Z realné analyzy zname tzv. Tayloriv polynom.
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- Napriklad Taylorovy polynomy Th(x) =1+ X + % qr 000 op &y
,Uspésné“ aproximuji exponencialni funkci.
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pro kazdé x € R:
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q X
eX = lim TH(X) = E m
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Rizné funkce, rizna kvalita aproximace

- Ted zkusme aproximovat funkci f(x)

] .
= 50, X €R, JeJim

Taylorovo polynomem Tp(x) = 1 — x2 4+ x* — - -+ + (=1)"x?".
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Otazka

Kde je problém? Cim se lii e a 57

Vztah

1 o _ E n,2n
T nll—>moc Th(x) = Z(—1) X

n=0

plati jen pro x € (—1,1).



Mocninné fady - zakladni definice

Rada tvaru
o0
Z an(z —20)",
n=0

kde z € C je komplexni proménna, se nazyva mocninna rfada se
stfedem z, € C a koeficienty a, € C.

+ Zp... stfed mocninné rady

- Cisla an, n € Ny, jsou koeficienty mocninné fady.
Pouceni
Formalné je mocninna rada nekonecny polynom:

NE

an(z —20)" = Ao + a1(z — 20) + a2(z — 20)* + a3(z — 20)* + - - -
n=0

Po dosazeni bodu z € C dostaneme ciselnou radu. 4



Konvergence ciselné rady

- Pojmy jako soucet, (absolutni) konvergence, divergence
atp. Ciselné rady jsou v komplexnim oboru stejné jako v realném.

Definice
@ Ma-li posloupnost castecnych souctll (sn)32 = (X po Cr)0

(Ciselné) fady >-.2, cn limitu s € C, tak jeji hodnotu nazyvame
soucet fady Y2 Cp.

@ Rikame, Ze fada 377, ¢, konverguje, jestlize existuje jeji soucet.
V opacném pripadé rikame, Ze rada diverguje.

© Jestlize konverguje fada Y-, |ca|, potom fikame, Ze fada
Y e Cn konverguje absolutné.

- Absolutni konvergence je ,vyrazné lepsi“ zptsob konvergence.
- Jestlize rada konverguje absolutng, potom konverguje.

- Pokud rada konverguje, potom nutné lim,_, |Cy| = 0. 5



Mocninné rady jako funkce

- Mocninna rada nam definuje komplexni funkci, ktera je
definovana pro ty z € C, pro které vznikla ciselna rada
konverguje (tj. ma soucet).

Definice

Jestlize mocninna fada "2, an(z — zo)" konverguje v kazdém bodé
mnoziny M C C, pak jejim souctem na M rozumime funkci f(z)
definovanou predpisem

o0

flz) = an(z—2)", zeMm.

n=0

- Pfipomenme, ze z2° =1 pro kazdé z € C. Specialné 0° = 1.

- Mocninna fada Y2, an(z — zo)" tedy vzdy konverguje ve svém
stfedu z = zp.



Obor konvergence mocninnych rad

Otazka

Existuje néjaky rad a poradek v tom, kde konverguje mocninna
fada? Nebo je to zcela ,nahodné*?

Priklad (Geometricka fada)
Je dana mocninna fada Y02, 2".

© Pro kazdé z e C spliiujici |z] < 1fada Y q-, 2" konverguje

absolutné a plati
= 1
n _
ZZ 11—z
n=0

@ Pro kazde z e C spliujici |z| > 1fada >, 2" diverguje.

- Geometricka fada, cozZ je mocninna rfada se stredem zo = 0, tedy
konverguje absolutné uvnitf kruhu se stfedem z; = 0
(a polomérem 1) a diverguje vné.



Polomér konvergence a kruh konvergence

A to nebyla nahoda.

Véta (O poloméru konvergence mocninné fady)
Necht >~ an(z — 20)" je mocninna fada. Existuje pravé jedno
R € [0, +oc] takove, Ze soucasné plati:

- Rada 3202 an(z — 20)" konverguje absolutné na U(z, R);

- fada Y-, an(z — 20)" diverguje na {z € C : |z — zo| > R}.

Definice

Cislo R nazyvame polomér konvergence mocninné fady
Yo An(z — 20)". Mnozinu U(zo, R) nazyvame kruh konvergence
mocninné rady.



Pouceni
Mocninna fada konversuje absolutné na kruhu U(zo, R), , “se
déje na hranicni kruznici a diverguje vné.

- Je-li R = +o00, mocninna rada absolutné konverguje vsude na C.
Tedy ,zelena je cela komplexni rovina“.

- Je-li R = 0, mocninna fada diverguje vsude na C\ {zo}. Tedy
,cervené je vse kromé stredu zp“.



Upozornéni
Casto jsou mocninné rady v ,,nekanonickém tvaru®. Napfr.

an(z 5)" = (z—5) +4(z—5) +9(Zz—5)° +--- .

Tato fada ma (rozepsany) kanonicky tvar

OE0(z=15)) (5 ) I (725 SR (R B SR ) (75 2 MR g (S B SR

Priklad
. PR o0 1)" i 2n .
Mocninna rfada % ma stfed zo = —1 a polomér
n=0

konvergence R = /3.

Jeji soucet f(z) = > % na kruhu konvergence je
n=0

f(2) = sygmy Prolz+1) < V3.



Operace s mocninnymi radami

Otazka

Mocninné fady jsou na svem kruhu konvergence vlastné
~nekonecné polynomy*. Co vSe s nimi mizeme délat jako
s polynomy?

- Mocninné fady mizeme scitat a nasobit jako polynomy. Polomér
konvergence se témito operacemi nezmensuje (muze se ale
Zvetsit).

- U nasobeni je treba davat pozor na to, ze vlastné
,roznasobujeme nekonecné zavorky“. V ,naSich prikladech* ale
nasobit mocninné fady nebudeme.

Otazka

Mocninné fady jsou funkce. Nejsou holomorfni na svem kruhu
konvergence?
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Derivujeme a integrujeme clen po clenu

Véta (Derivovani ¢len po ¢lenu)

Necht ma fada "2, an(z — z0)" polomér konvergence R > 0.

© Jeji soucet f(2) je holomorfni funkce na U(zo, R) a plati
f(z) = Z?;O:1 nCIn(Z — Zl:))r]71 na U(ZQ, R)
® > .- nan(z—2)""" ma opét polomér konvergence R.

© Koeficienty a, spliuji a, = f% pro kazdé n € Np.

Véta (Integrovani clen po clenu)

Necht ma fada Y2, an(z — z0)" polomér konvergence R > 0 a f(z)
je jeji soucet na U(zo, R).

@ Funkce F(2) = Y02, 225(z — 20)"*", z € U(2o, R), je primitivni
funkce k funkci f(z) na U(zo, R), 1j. F'(2) = f(2).

00 n+1
@ > 2 (2~ 20)™" ma opét polomér konvergence R.
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Priklad
@ Mocninna fada "2, (n + 1)z" ma soucet (1_1—2)2 pro |z < 1.

@ Mocninna fada > 2, % ma soucet —In(1—2z) pro |z] < 1.

Pouceni

Mocninné rady se derivuji a integruji stejné jako polynomy clen po
clenu.
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Rozvoj holomorfni funkce do mocninné rady

Véta (Existence rozvoje do mocninné rady)

Necht Q C C je otevfena mnozina a f(z) je holomorfni funkce na .

Nechtzo € Q a R € (0, +00] je takove, Ze U(zq, R) C Q. Potom pro
vsechna z € U(zo, R) plati

flz)y=>" M(z —zo)".

- Rada Y72, f(n)m(f“) (z—20)" se nazyva Taylorova rada funkce f se

. 14
stredem z;.



Rozvoj racionalni funkce do mocninné rady

Hledejme rozvoj zadané funkce do mocninné rady se stredem v zg.

o 1j+z2 = > (=1)"Z*" pro |z| < 1, zde zy = 0.
n=0

1o (=)™ n—1 _
Qm_z (2 —3)""" pro |z - 3] < 5,zde zy = 3.
n=1
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Vybrané dulezité rozvoje do mocninnych fad

Q@ L =>72,2"prolzl <.

@ =>7r,%,z¢€C.

© sinz =372 (—1)" Gy € C.
@D cosz = Z;“;O(—T)”%, zeC.

O Ihz=3% 2, ﬁ_—1nE(z—1)” pro|z—1] < 1.



Zavérecna upozornéni

Upozornéni

Stfed mocninné fady je dllezity. RGzné stfedy, r(izné rozvoje.

Pouceni

Je s vyhodou pracovat s faktorem (z — zp) jako s ,nedélitelnou
jednotkou*.

Upozornéni
Mocninné rady jsou nekonecné polynomy vyjadrené v mocninnach
(z — z0). Neobsahuji tedy zaporné mocniny (z — z).



