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Mocninné rady nestaci

Uvazme funkci f(z) = Z(;—_Z) ktera je holomorfni na C\ {0, 2}.
- Funkci f(z) nelze rozvinout do mocninné rady se stredem
Zo € {0,2}, byt okolo bodi 0 a 2 je jeji chovani nejzajimavéjsi.

- Situace se zméni, pokud si umoimme zaporné exponenty a jiné
obory konvergence nez kruhy.
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- Pozdéji uvidime, Ze takové rozvoje jsou dulezité (reziduova véta,
inverzni Z-transformace, ...



Laurentovy rady

- Rada tvaru s

> an(z—2)",

nN=—oo
kde z € C je komplexni proménna, se nazyva Laurentova rada
se stfedem z; € C a koeficienty a, € C.
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- Rada =02 an(z — 20)" se nazyva regularni ¢ast Laurentovy fady
Yon o0 n(Z = 20)".
- Rada Y. __an(z — )" se nazyva hlavni €ast Laurentovy fady
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- 7o ..Stfed Laurentovy rady

- ay ..koeficienty Laurentovy rady



Konvergence Laurentovy rady

Definice

Necht zo € C a M C C. Rekneme, Ze Laurentova rada

e an(z—20)" konverguje na M (resp. konverguje absolutné
na M), jestlize v kazdém bodé mnoziny M konverguje

(resp. konverguje absolutné) soucasné jeji hlavni a regularni cast.
Konverguje-li Laurentova fada na M, potom funkci

oo

fl)="> an(z—2)", zeM,

n=—oo
nazyvame souctem Laurentovy rady na M. Soucet je proze M
definovan jako
S L an(z—20)" =0 an(z—20)" 4 352y an(z — 2o)"-



Nekladné mocniny a zaporné mocniny zvlast

Regularni cast Laurentovy rfady je mocninna rada. Specialnég,
obsahuje pouze nezaporné mocniny (z — zp).

- regularni = “bez problémd”

Pouceni
Hlavni cast Laurentovy fady obsahuje zaporné mocniny (z — ).
Neni to tedy mocninna rada, ale soucet racionalnich funkci.

Otazka
Vime, Ze mocninné rfady konverguji na kruzich. Kde konverguji
Laurentovy rady?



Definice

Necht 0 <r < R < 400 a zg € C. Mnozina
P(zo;r;R)={z€C:r<|z—2)| <R}

se nazyva mezikruzi o stfedu zy, vnitfnim poloméru r a vnéjsim

poloméru R.

Tvrzeni

Necht Y02 an(z—20)" je Laurentova fada. Pak existuji
jednoznacné r, R € [0, +-o0] takove, ze

© > .-, an(z— 20)" konverguje absolutné pro |z — zo| < R
a diverguje pro |z — zp| > R;

() Zn’;_oo an(z — 2p)" konverguje absolutné pro |z —zp| > r
a diverguje pro |z —zp| < r.

Je-lir <R, pak Y02 an(z— 20)" konverguje absolutné na
P(zo; r; R) a jeji soucet je holomorfni funkce na tomto mezikruzi.

* P(zo;r; R) z tvrzeni ...mezikruZi konvergence Laur. fady



Tri druhy mezikruZzi

0=r<R< 0<r<R=o
prstencové okoli zy € C tzv. okoli co (zde zy = 0)

0<r<R<oo
»skutecné mezikruzi“




Rozvoj do Laurentovy rady

Véta (Existence rozvoje do Laurentovy rady)

Necht f je holomorfni funkce na mezikruzi P(zo; r; R), kde zo € C
a0 <r<R< +oo. Potom existuje pravé jedna Laurentova rada
Yo an(z — 20)" takova, ze

o0

flz)y="Y" an(z—20)" proze P(zo;1;R).

n=—o0
- Laurentova fada z predchozi véty se nazyva Laurentlv rozvoj
funkce f na P(zo; r; R).

Priklad

Laurent(v rozvoj funkce f(z) = 2(1 2 na maximalnim prstencovym
okoli bodu 1 je

‘

o

=3 (=1)"z-1)"" naP(1;0;1).

n=0




- Je-li R > 0, pak P(zq; 0; R) je prstencové okoli bodu zg,
tJ P(Zo; 0; R) = P(Zo, R)

Priklad

0 Zn 0 nl En__1 (n+1)| na P(O 0 OO)

e z(‘] z) Zﬂ_—'] Zn na P(O 0 1)

o 2(1 7)) — Yy = _2;22_00 Z" na P(0; 1; o0).

- 2. priklad je rozvoj funkce do Laurentovy fady na prstencovém
okoli bodu.

- 3. priklad je tzv. rozvoj funkce do Laurentovy fady na okoli oc.
Rozvoje na okoli oo budeme potfebovat pozdéji u (inverzni)
Z-transformace.

- 1. priklad je zaroven rozvoj na prstencovém okoli 0 i na okoli oc.



Izolované singularity

Definice

Rekneme, Ze zy € C je izolovana singularita funkce f, jestlize f je
holomorfni na n€jakém prstencovem okoli P(zo) bodu zg a v bodé
Zo nema derivaci.

Priklad
@ Funkce -"'ZLZ ma izolovanou singularitu v 0.
® Funkce W ma izolované singularity v i, —i a 2.

© Funkce ez ma izolovanou singularitu v 0.

@ Funkce Inz nema izolovanou singularitu v 0.

Otazka

Lze néjak klasifikovat ,jak Spatna“ je izolovana singularita? Je
izolovana singularita funkce e v 0 ,horsi“ ne ta funkce 5‘%2?



Tri moZnosti, jak mlzZe vypadat Laurentlv rozvoj na P(zo)

@ Zadné zaporné mocniny (z — zo):
f(2) = ap+ a1(z — 20) + ax(z — 20)* +---, z € P(2)

@ Konecné mnoho zapornych mocnin (z — zp):

#0
=
a_p a_q
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© Nekonecné mnoho zapornych mocnin (z — zp):

a_ a_
f(Z) =-- '+ﬁ+ﬁ+ao+aw(Z*Zo)‘FGQ(Z*ZoY‘F' 00 o ZE P(Zo)
— 40 — 40
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Klasifikace izolovanych singularit

Necht zg € C je izolovana singularita funkce f
af(z) =302 . an(z—20)" na P(z0). Rekneme, Ze z, je:

@ odstranitelna singularita, jestlize a, = 0 pro kazdé n < 0;

® pol, jestlize existuje k € N tak, Ze a_, # 0 a a, = 0 pro kazdé
n < —k. Cislo k se nazyva fad (nebo také nasobnost) polu;

© podstatna singularita, jestlize a, # 0 pro nekonecné mnoho
zapornych celych cisel n

- Pol radu k se také nazyva k-nasobny pol.
- POl radu 1 se také nazyva jednoduchy pol.
- odstranitelna: Singularita je jen zdanliva, lze ji odstranit.
pol radu k: Funkce se blizko zg chova jako (Z = )k

. podstatna: Funkce se blizko zg chova velmi divoce. B



Priklad

@ Funkce 5.sz ma v 0 odstranitelnou singularitu.

® Funkce (2_1—2)5 ma v 2 p6l fadu 5.

© Funkce ez ma v 0 podstatnou singularitu.

O Funkee f(z) = — g5 + n;23”(z — ),z € P(i), ma v i pol
radu 2.

Mame-Lli k dispozici Laurent(v rozvoj funkce na prstencovém okoli
izolovaneé singularity, snadno ji mdzeme klasifikovat.

Otazka

Co kdyzZ ale rozvoj nemame a nechce se nam hledat? Napfr. pro
funkci Mw by se nam hledat rozvoje na prstencovych
okolich 2, i a —i jisté nechtélo.
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Koreny funkce a jejich nasobnosti

Méjme funkci f(z) = (z — 1) Polynom (z — 1)?> ma v 1 dvojnasobny
kofen. Plati f(1) = f (1) = 0, ale f’(1) # 0.
- Obecnéji, polynom P(z) = (z — z0)*, kde k € Ny a zy € C, ma v zo
kofen nasobnosti k a plati P(zy) = P/(z0) = - -- = P~ (z5) = 0
a P®(zy) # 0.
- To je motivace, jak zadefinovat nasobnost kofene obecné
holomorfni funkce.

Definice

Necht z, € C a f je holomorfni a ne vSude nulova na U(zp).
Rekneme, Ze f ma v z, kofen nasobnosti k € Ny, jestlize
flzo) = - = fF(z0) = 0 a f)(z9) # 0. Také Fikame, Ze z, je
k-nasobny koren.



- Z algebry vime, ze 7 je k-nasobny koren polynomu P(z) pravé
tehdy, kdyz P(z) = (z — 20)*Q(z2), kde Q(2) je polynom takovy, ze
Q(z0) # 0.

Tvrzeni

Necht zy € C a f je holomorfni funkce na okoli U(zp). Pak zg je
k-nasobny koren pravé tehdy, kdyz existuje holomorfni funkce g na
U(zo) takova, ze g(zo) # 0 a pro vSechna z € U(zp) plati

f(2) = (2 - 20)*q(2).

Tvrzeni (Nasobnost kofene soucinu)

Necht z, € C a f, g jsou holomorfni funkce na okoli U(zp). Je-li zg
k-nasobny koren funkce f a [-nasobny koren funkce g, potom z, je
(kR + [)-nasobny koren funkce h(z) = f(z)g(2).

Priklad

Funkce f(z) = 2°°(1 — cosz)> ma v 0 kofen nasobnosti 54.
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Poly a odstranitelné singularity

Tvrzeni ((odstranitelné singularity)/p6ly a nasobnost kofenut)

Necht zq € C a funkce f a g jsou holomorfni na okoli U(zp). Jestlize f
ma v zo koren nasobnosti m € Ny a g ma v zo kofen nasobnosti
n € N, potom funkce ’5‘ ma v bodé z,

- odstranitelnou singularitu, jestlize m > n;

pol radu n — m, jestlize m < n.

(1)

(2] 51_°—°S3Z&"Z ma v 0 odstranitelnou singularitu.

st Z

1oy ma trojnasobné poly v bodech 2k, k € Z\ {0}. V bodé 0
ma odstranitelnou singularitu.

= 1”22)20 ma v 2 pol fadu 10 a v bodech =i poly fadu 20.




Ilustrace chovani funkce v blizkosti izolovanych singularit

odstranitelna singularita poly
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podstatna singularita




