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Z3akladni informace

Stranky pfedmétu:
https://moodle.fel.cvut.cz/courses/BOBO1IMA2

Obsah kurzu:
@ diferencidlni polet;
@ integralni pocet;

© posloupnosti a fady funkci.
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https://moodle.fel.cvut.cz/courses/B0B01MA2

Euklidovsky prostor

At n € N. Oznaéme
R™ = {(21,...,2n) |x; € R pro kazdé i =1,...,n}.
Pro kazdé « = (z1,...,2,) €R", y=(y1,...,yn) ER"aa €R
definujeme
(O1) stitani: x4+ y := (1 4+ Y1, - -, Tn + Yn);
(02) nasobeni &islem: ax := (az1,...,az,);

(03) skaldrni soutin: @« y == z1y1 + -+ + TnYn = 21y Tili-

Definice (n-dimenziondlni euklidovsky prostor)

MnoZina R™ vybavend operacemi (0O1)—(03) se nazyva (n-dimenzionalnf)
euklidovsky prostor.
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Euklidovsky prostor

Terminologie a znadeni:

Definice (euklidovska norma)

Euklidovska norma (p¥ipadné velikost) vektoru € R je &islo

Misto R! budeme psét R.

Prvky euklidovského prostoru nazyvdme body nebo také vektory.
RedlInd &isla z1, ..., z, nazyvdme slozky (p¥ipadn& soutadnice &i
komponenty) vektoru © = (z1,...,x,) € R”

Mezi fddkovym a sloupcovym zdpisem vektori v R™ nebudeme délat
rozdil. Sloupcovy v3ak budeme vyuZivat jen p¥i zapisech s maticovym
ndsobenim.

Hw” ;:\/m.w:’/x%_k..._i_x%:
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Vlastnosti euklidovské normy

o VR je o] = |a].

Tvrzeni (zékladni vlastnosti)
Pro kazdé x,y € R" a kazdé o € R plati
Q ||x|| > 0 a navic |x|| = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0;

Q |lax|| = |af [l

Q |z-y| < ly
Q [z +yll <zl + Iyl (Trojiihelnikovd nerovnost)

; (Cauchyho-Schwarzova nerovnost)

Dikaz: Vynechavame. |
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Vzdalenost dvou bodt

Euklidovska vzdélenost bodil &,y € R™ je &islo || — y]|.

oA

Vlastnosti (euklidovské) vzdélenosti dvou bodii:
@ ||z —y|| > 0 a navic ||z — y|| = 0 prav& tehdy, kdyZz x = y;
Q [lz -yl =y —=:
Q [z -z <[z—yl+y—=z
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Uhel mezi vektory

Uhel mezi nenulovymi vektory x,y € R™ je &islo ¢ € [0, 7] spliujici
Ty
|l lyll

@ Diky Cauchyho-Schwarzové nerovnosti je thel dob¥e definovany.

cosp =

@ Pomoci skaldrniho souinu ma smysl| definovat kolmost dvou vektord i
v pfipadé, kdy néktery z vektor(i je nulovy.

Definice (kolmost vektorii)

Rekneme, Ze dva vektory @,y € R™ jsou na sebe kolmé (piseme = L y),
jestlize x -y = 0.

o [® + [ly|* = & +y|* prévé tehdy, kdyz = L y.
Priklad

At = (3,4) ay = (—1,7). Potom ||z — y|| = 5. Uhel mezi vektory « a
y je o = 7. Dédle x L v pravé tehdy, kdyZ v = t(—4,3), kde t € R.
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Dal$i normy na R"

@ Souttovd norma: ||lx|l; = Y i |zl
e Maximova norma: ||z||,, = max;—1 .. |2
o Neni té€zké ukdzat, Ze se jednd o normy na linedrnim prostoru R".

lzll, <e =l <e

Tvrzeni (nerovnosti mezi normami)

Pro kazdé x = (x1,...,x,) € R" plati
Q |z <zl < x| < Vn|x| pro kazdéi=1,...,n;
Q || < [lfl, < vnllz].

Dikaz: Viz prednaska.
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Posloupnost v R" a jeji limita

o Posloupnost (bodil) v M C R™ ... (z4){2], kde @), € M pro kazdé
ke N.

o Pro v&echny posloupnosti (x)25, (y,)/>5 v R™ a pro kazdé a € R
definujeme

(@) i 25 + ()i = (mr + )12

()3 2] = (o) 2 -

Definice (limita posloupnosti)

Necht (:ck.)zg je posloupnost bodii v R” a € R". Rekneme, ¥e x je

limita posloupnosti ()2 (p¥ipadn& (x1), > konverguje k =) a piéeme

lim xp = x (nebo &y — x pro k — +00), jestlize
k—4o00

li — x| =0.
k;glwllwk x||

v
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Limita posloupnosti

Terminologie:

o (1) je konvergentni posloupnost ... (zx); > konverguje
k néjakému x € R"™.

o ()25 je divergentni posloupnost ... (z)>5 neni konvergentni.

Tvrzeni (jednoznaZnost limity posloupnosti)

KaZda posloupnost bodii v R™ ma nejvyse jednu limitu.

Dikaz: Viz prednaska. |
Tvrzeni (konvergence posloupnosti po slozkdch)
Necht (a:k)k | je posloupnost bodii v R", x = (xk1,...,Tky) a
L= (Ly,...,L,) € R". Pak khm xy = L pravé tehdy, kdyZ
—+

lim xp; = L; pro kaZzdé j = 1,.
k——+o00
Diikaz: Viz pfednaska. |

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Uvod

10/22



Limita posloupnosti

Priklad
@ Posloupnost (z);2], kde = = (1, (—1)¥), je divergentni.

, kde ;. = (M, W) je konvergentni a

@ Posloupnost (x);>S L

k=
lim o, = (— 21)

k—+o0

Tvrzeni (zékladni pravidla o limitdch posloupnosti)

Je-li lim =z =2, lim y, =y aa €R, potom
k—+o0 k—+o00

Q@ lim axp = ax;
k——+o0

Q@ lm zy+y,=x+y,
k——+o00

Q@ lim x,-y,=x-y.
k—+o00

Diikaz: Viz prednaska.
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Omezené posloupnosti

Definice (omezena posloupnost)

Posloupnost (x1,);{>] v R™ se nazve omezend, jestlize existuje R > 0 tak,

Ze ||zk|| < R pro kazdé k € N.

P¥iklad
O Posloupnost ((1,k));>; neni omezena.

@ Posloupnost ((7, (—1)’“));’01 je omezena.

o Kazda konvergentni posloupnost je nutné omezena.

o Ne kazda omezena posloupnost je konvergentni (viz ptiklad vy3e).

® V&imnéme si, e z posloupnosti ((, (—1)’“));:? miZeme vynechanim

vhodnych &lenl vytvofit konvergentni posloupnost. Je to ndhoda?
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Podposloupnosti

Definice (podposloupnost)

Podposloupnost posloupnosti (wk)zg v R™ je posloupnost (mkl);;olo kde
(k)2 je rostouil' posloupnost pFirozenych &isel. Misto (xy,);' budeme

7 s o0
také psat (zp)),_,

Priklad

Podposloupnosti posloupnosti ({3, (—1)"‘))::; jsou naptiklad

o (1))
@ ((z:1). 5

o (st 1))
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Podposloupnosti

Tvrzeni (konvergence podposloupnosti)

Konverguje-li posloupnost (mk)ziol bodii v R"™ k x, pak k bodu x
konverguje také kaZd3 jeji podposloupnost.

Dikaz: Viz prednaska. |
Véta (Bolzanova-Weierstrassova véta)

KaZdd omezend posloupnost (mk)zg bodii v R™ md konvergentni
podposloupnost.

Dikaz: Viz prednaska. |

@ Ptedpoklad omezenosti v Bolzanové-Weierstrassové véta je
podstatny. Nap¥iklad &iselnd posloupnost (k)};’(l’ nema konvergentni

podposloupnost.
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Okoli bodu

Definice (okoli a prstencové okoli bodu)

Necht £ € R™ a ¢ > 0. MnoZinu
Ulzie) ={y e R"[[lz —y[| <}
nazyvame okoli bodu @ o poloméru €. MnoZinu

P(x;e) == U(z;e) \ {z} ={y e R" [0 < [J& — y|| < e}

nazyvdme prstencové okoli bodu o poloméru €.

@ Nebude-li nutné specifikovat polomér ¢ okoli a prstencového okoli,
budeme stru¢néji psiat U(xz) a P(x).
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Vnitfek, hranice a uzavér mnoziny

Definice (vnitfek, hranice a uzavér mnoziny)
Necht M C R™. Rekneme, %e € R" je

@ vnittni bod mnoZiny M, jestlize existuje U(x) tak, Ze U(x) C M;

@ hrani¢ni bod mnoZiny M, jestlize pro kazdé U(x) plati U(xz) N M # ()

a soutasng U(x) N (R™\ M) # 0.

Vnitfek int (M) mnoZiny M je mnoZina v&ech vnit¥nich bodi mnoZiny M.
Hranice 9M mnoZziny M je mnoZina v8ech hrani¢nich bodli mnoZiny M.
Uzadvér M mnoZiny M je mnoZina M U M.
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Vnitfek, hranice a uzavér mnoziny

Ptiklad
At M =10,1) C R. Potom

int (M) = (0,1),
oM = {0,1},
M = [0,1].

Ptiklad
At M =1[0,1) x {0} C R?. Potom
int (M) = 0,
OM =M = [0,1] x {0}.
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Otevfené a uzaviené mnoziny

Definice (otevfend a uzavfend mnozina)

Necht M C R™. Rekneme, e mnoZina M je oteviena, jestlize
M = int (M). MnoZina M se nazve uzav¥end, jestlize M = M.

Priklad

© Prdzdnd mnozina a R™ jsou mnoZiny oteviené a soucasné uzaviené
v R™.
@ Interval [0,1) neni otevfena ani uzavfend mnoZina.
© Kazdé okoli bodu v R™ je otevfend mnoZzina.
@ Mnozina
B(x;r) :={y e R"[[lx —y| <7},

kterd se nazyva n-dimenziondlni koule se sttedem x a polomé&rem r,
je uzavrena.

v
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Otevfené a uzaviené mnoziny

Tvrzeni (charakterizace uzavfené mnoZiny)
Necht M C R™. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
@ M je uzavienda mnoZina v R".

@ R"\ M je otevfend mnoZina v R™.

© KaZda konvergentni posloupnost bodi v M ma limitu leZici v M.

Diikaz: Viz pfednaska. |
Lze ukazat, Ze:

@ Libovolné sjednoceni a koneény prinik otevfenych mnoZzin jsou
oteviené mnoziny.

@ Konecné sjednoceni a libovolny priinik uzavifenych mnoZin jsou
uzaviené mnoZiny.

@ M je priinik véech uzavfenych mnoZin obsahujicich M.

@ int (M) je sjednoceni viech otevienych podmnoZin mnoZziny M.
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Hromadné a izolované body

Definice (hromadny a izolovany bod)
Necht M C R™. Rekneme, %e € R" je
@ hromadny bod mnoZiny M, jestlize existuje posloupnost (azk)g;'ol
bodi v M \ {x} konvergujici k x.
@ izolovany bod mnoziny M, jestlize x € M a x neni hromadny bod M.)

Priklad

@ Koneénd mnoZina nema hromadné body, ma jen izolované.

@ Kazdy vnitfni bod mnoZiny je jejim hromadnym bodem.

© Mnozina {1 |k € N} m4 jediny hromadny bod, a to 0.

Q At M = {(z,y) € R?| (z* + ¢?) (2? + y* — 1) = 0}. Hromadné
body mnoziny M jsou body na jednotkové kruZnici se stfedem
v polatku. MnoZina M ma3 jediny izolovany bod, a to polatek.

v
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Hromadné a izolované body

P¥iklad (pokratovani)

@ Jediné hromadné body mnoZiny M = {(W cos (kg)) ’k e N} jsou
(17_1)' (170) a (1’1)

v

Tvrzeni (charakterizace hromadnych a izolovanych bodi)
At M CR"™ a x € R™.
@ Bod x je hromadny bod mnoZiny M pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé
P(x) je P(x)N M # 0,
@ Bod x je izolovany bod mnoZiny M pravé tehdy, kdyZ? existuje U(x)
tak, Ze U(x) N M = {z}.

v

Dikaz: Vynechdvame. |
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Hromadné a izolované body

@ Hromadny bod miZe existovat, jen kdyZ je mnoZina nekonedna.

o Ne kazda nekone¢na mnoZina v8ak ma hromadny bod.

Definice (omezend mnoZina)

Mnozina M C R" se nazve omezenad, jestlize existuje redlné &islo R > 0
tak, Ze ||z|| < R pro kazdé x € M.

Tvrzeni (existence hromadného bodi)

KaZdd nekoneéna omezena mnoZina M C R™ ma hromadny bod.

Diikaz: Viz prednaska. |
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