Matematickd analyza 2

Posloupnosti a ¥ady funkci

Martin Bohata

Katedvra matematiky
FEL CVUT v Praze
martin.bohata®©fel.cvut.cz

Martin Bohata Matematicka analyza 2 Posloupnosti a ¥ady funkci 1/23



Posloupnost funkci

Necht D CR" a f; : D — R pro kazdé k € N. Posloupnost (f1.);>] se
nazve posloupnost funkci na D.

Definice (bodova konvergence)

At DCR" M CDaf:M-— R. Rekneme, ¥e posloupnost (fk);:;
funkci na D konverguje bodové k f na M, jestliZze pro kazdé x € M je

lim fi(z) = /().

k—+o0

Terminologie a znadeni:
o fr.— fnaM .. (fi){> konverguje bodové k f na M.

° (fk):fl’ konverguje bodové na M ... existuje f : M — R tak, Ze
fr— fna M.
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Posloupnost funkci

Ptiklad

Necht fi(x) = 2%, z € R. Potom f; — f na (—1,1], kde f(z) = 0 pro
kazdé z € (—1,1) a f(1) = 1.
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Posloupnost funkci

Ptiklad

Necht f;, = k2xx[0 l](:E) + k2 (% — x) X(; 2](a:) Potom f; — f na [0,1],
'k kk
kde () = 0. Snadno ukdteme, %e_ lim Ji fi(@)dz # [} f(z)da.
—+00
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Posloupnost funkci

Ptiklad

Necht f,(z) = % sin(kz). Potom f; — f na R, kde f(z) = 0. Snadno
ukdZeme, Ze naptiklad khrf 1(0) # £7(0).
—+00

— k=1
— k=2
— k=3
— k=4

k=5
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Stejnomérna konvergence

Definice (stejnomé&rnd konvergence)

At DCR", M CDa f: M- R. Rekneme, %e posloupnost (fk);’ol
funkci na D konverguje stejnom&rné k f na M, jestlize

lim sup |fx(z) - f(z)| = 0.

k—+00 pe M

o fr=zfnaM .. (fk)gg konverguje stejnomérn& k f na M.

° (fk);rg konverguje stejnomérné na M ... existuje f : M — R tak, Ze
fi = fna M.

o fr = f na M pravé tehdy, kdy? pro kazdé ¢ > 0 existuje K(¢) € N
tak, Ze pro kazdé k > K () a pro kazdé x € M je |fr(x) — f(x)| < e.

@ Je-li N C M neprazdnd a frp = f na M, potom f; = flny na N.

o Jeli f = f na M, potom fr — f na M.
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Stejnomérna konvergence

P¥iklad
@ Necht
fr(w) = 2
pro kazdé k € N. Posloupnost (fk);g nekonverguje stejnomé&rné na
(—1,1].
@ Necht

fr(x) = %sin(k:r)

pro kazdé k € N. Potom f; = f na R, kde f(z) = 0.

Véta (spojitost a stejnomé&rna konvergence)

At (fx);25 je posloupnost spojitych funkci na M C R™ a fr = f na M.
Potom f je spojita.

v

Diikaz: Viz prednaska. |
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Stejnomérna konvergence

Vé&ta (zdména limity a integralu)

Jestlize fi je spojitd funkce na intervalu [a,b] pro kaZdé k e N a f, = f
na [a,b], potom

lim /abfk(m)d:r:/abf(a:)dx.

k—+o0

Dikaz: Viz prednaska. |
Véta (zdména limity a derivace)

Jestlize f;, je t¥idy C' na intervalu (a,b) pro kaZdé k € N, f, — f na
(a,b) a f, = g na (a,b), potom f € C'((a,)) 2 f' = g.

Dikaz: Vynechdvame. |
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Rady funkef

At (f1)i2S je posloupnost funkci na D C R™ a a € D.
o S fi ... (nekonetnd) Yada funkci na D.

° (sm)m L= (00 fm)h, ... posloupnost Eastegnych souttii Fady

Zk:l

o S0 fi konverguje (resp. absolutn& konverguje) v bodé a, jestlize
tiselna fada >/ fi.(a) konverguje (resp. absolutné konverguje).

o Y120 fy diverguje v bodé a, jestlize &iselnd Yada 3"/ fi(a)
diverguje.

@ Konverguje-li fada absolutné v bodé a, pak konverguje v bodé a.
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Konvergence fady funkci

Definice (konvergence ¥ady funkci na mnoZing)
At 352 fr je Yada funkei na D C R™, (s,,)F%° je posloupnost jejich
¢astenych sou¢ti a M C D.

@ Rekneme, ze > rey fi konverguje (bodové) na M, jestlize konverguje
v kazdém bod& mnoziny M.

@ Funkce f: M — R se nazyvd soulet fady > ;7| fr na M, jestlize
f(x)= lm sp,(x)

m—-+00

pro kazdé x € M. Pi%eme f(x) => ;2 fu(x), € M.

© Rekneme, ze > req fi konverguje absolutng (bodov&) na M, jestlize
absolutné konverguje v kaZzdém bod& mnoZiny M.

Q Rekneme, 7e > re fx konverguje stejnom&rn& na M, jestlize
(sm),->°, konverguje stejnom&rn& na M.

v
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Geometricka fada

At fi.: D CR™ — R pro kaZdé celé nezdporné &islo k. Potom pod
Z;ji?) fr rozumime ¥adu Z,J;"i fr—1 funkci na D.
P¥iklad (geometrickd ¥ada)
UvaZme Yadu > 52, 2%, kde klademe 20 = 1.
Q@ Pro kazdé x € R splijujici |z| > 1 ¥ada diverguje.
@ Pro kazdé x € R spliiujici |z| < 1 ¥ada konverguje (dokonce
absolutn&) a plati
> 1
St

1—2x
k=0

Rada S22 o 2* nekonverguje stejnom&rn& na (—1,1). Ale konverguje
stejnom&rn& na kazdém intervalu [—a,a], kde 0 < a < 1.
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Disledky stejnomé&rné konvergence ¥ady funkci

Véta (zdmé&na ¥ady a integralu)

Jestlize Y p2 | fr je Fada spojitych funkci na [a, b] konvergujici stejnomé&rné
k f na [a,b], pak fje spojita’ funkce a

b +o0
S [ i dx—/sz(@dx
@ k=1

k=17¢

Dikaz: Viz prednaska. |
Vé&ta (zdmé&na ¥ady a derivace)

Jestlize fj, je t¥idy C' na intervalu (a,b) pro kaZdé k € N, E;ﬁ? I
konverguje na (a,b) a Zz;xi 1. konverguje stejnomérné na (a,b), potom

+o00 ! +o00
(sz) S
k=1 k=1

Diikaz: Viz prednaska. |
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Stejnomérna konvergence fady funkci

Vé&ta (Weierstrassovo kritérium)

JestliZe ( f;g),jg je posloupnost funkci na D C R™ a pro kazdé k € N
existuje A\, € R tak, Ze |fr(x)| < A\ pro kazdé x € M C D. Jestlize
S35 Ak konverguje, pak S35 fi konverguje stejnomérmé na M.

Diikaz: Vynechavame.

Priklad

Rada
+oo

cos(kx)

>
k=1

konverguje stejnomérn& na R.
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Mocninné fady — motivace
@ Tayloriiv polynom ¥adu k € Ny funkce e® v bodé 0 je

1 1
Tk(x):1+x+§$2+'”+gxk.

@ Lze e” psat jako ,nekonecny polynom™ e* =1+ z + %a:Z +...7

y

20+

150 — To(x)
1 — Ti(x)
— Ta(x)
T5(x)
Ta(x)

-3 -1 r 1 2 3
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Mocninné fady

Definice

Rada tvaru
[o¢]
Z ak:(a7 - :L‘O)ka
k=0

kde klademe (x — z0)? = 1, se nazyvd mocninnd ¥ada se stredem 7o € R a
koeficienty ai € R.

o Kazda mocninnd ¥ada konverguje ve svém stfedu. Konverguje jesté
v jinych bodech?

@ Konverguje mocninnd ¥ada stejnomérné na néjaké mnoZin&?
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Polomér konvergence mocninné fady

Definice (polomé&r konvergence)
Polomér konvergence mocninné Yady > 22 ax(z — x0)" je &islo

Z lag| rF < oo} € [0, +oo].

R =sup {r >0
k=0

Je-li R >0, pak (xo — R,x0 + R) se nazyva interval konvergence
mocninné fady S 72 ax(x — o).

Tvrzeni (vyznam poloméru konvergence)

Necht R je polomér konvergence mocninné ¥ady y ;- ax(x — zo)*.
Potom >3, ax(x — x0)*
@ konverguje absolutné pro kazdé x € R splriujici |x — x¢| < R.
@ diverguje pro kaZdé x € R spliiujici |x — x| > R.

Diikaz: Viz pfednaska. |
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Ciselné Fady — opakovanf

Tvrzeni (podilové kritérium)
Necht Y72, ai, je Fada nenulovych redlnych &isel a

ag+1
a

lim

k—4o00

=L € [0,+00].

Q Jestlize L < 1, pak > 72, ay konverguje absolutné.
Q Jestlize L > 1, pak > ;2 ay, diverguje.

Tvrzeni (odmocninové kritérium)

Necht y 72, ai, je Fada redlnych C&isel a,, a

hm Var| = 0, +o0].

@ Jestlize L < 1, pak Y 2, ay konverguje absolutné.
Q Jestlize L > 1, pak Y 12, ay diverguje.
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Polomér konvergence mocninné fady

Priklad

Véta (stejnom&rnd konvergence mocninné ¥ady)

Jestlize R > 0 je polomér konvergence mocninné Fady >3 ar(z — x0)F,
potom pro kaZdé § € (0, R) tato Fada konverguje stejnomérné& na intervalu
[.7}0 — 0,70+ 5]

v

Dikaz: Vynechavdame. |
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Integrace a derivace mocninné ¥ady

Véta (Derivovani &len po lenu)

Necht Fada >"7°  ax(x — z0)¥ md polomér konvergence R > 0 a soucet
f(x) na (xg — R,z9 + R).

O > 2, kag(z — x0)*~! md polomér konvergence R.
@ Funkce f je tfidy C*° a navic

f(z) = Z kay(x — xo)k_l
k=1

pro kazdé x € (vo — R,z9 + R).

Dikaz: Vynechavdame.
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Integrace a derivace mocninné ¥ady

Véta (Integrovéni €len po &lenu)

Necht Fada S°7°  ar(x — x0)¥ md polomér konvergence R > 0 a soucet
f(z) na (xo — R,zo + R).

Q > 12, 25 (x —xo)Ft! md polomér konvergence R.

@ Funkce
k+1
kz_: Frl )

Je primitivni funkce k funkci f(z) (tj. F'(xz) = f(x)) na intervalu
(.730 — R, xo+ R)

Duikaz: Vynechavame. n
Priklad
O Rada Y2 (k + 1)2* m4 soutet (= ) pro |z| < 1.

Q@ Rada 9, % m3 soutet —In(1 — ) pro |z| < 1.

v
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Rozvoj funkce do mocninné Fady

At 7o € R, R > 0 a f je redlnd funkce t¥idy C™ na (z9 — R, z9 + R).

(k) , o . .
ady ! k(!xo)(x — x0)* ... Taylorova ¥ada (p¥ipadné& Tayloriiv rozvoj)

funkce f v bodé xg.

o Plati f(z) = 5%, L5060 (3 — 20)F pro kazdé x € (wo — R, w0+ R)?
P¥iklad
At

1
e =2, je-li x # 0;
€Tr) =
f@) {0, je-li x = 0.

Lze ukazat, Ze [ je tFidy C™ a f(¥)(0) = 0 pro kazdé k € Ny. Tedy
f@) #3775, f(kk),(o) z* pro kazdé z # 0.
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Rozvoj funkce do mocninné Fady

Vé&ta (Existence Taylorova rozvoje)

Necht kg € Ng, zg €R, 7 > 0 a f je thidy C* na (xvo —r,xo + ). JestliZe
existuje L > 0 tak, Ze

‘f(k)(x)’ < rk!

pro vSechna x € (xo — r,xo + r) a pro vSechna pFirozenad &isla k > ko,
potom

% £(k) (4
=3 e

pro viechna x € (xg — r,zo + r).

Dikaz: Vynechavame. |
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Rozvoj funkce do mocninné Fady

Terminologie:

@ Taylorova ¥ada z pravé uvedené véty se také nékdy nazyva rozvoj
funkce f do mocninné ¥ady na okoli bodu z.

P¥iklad
o ew:z;io%“,xGR
= ¥, S 1/); =, zeR.
Q sinz =3 ;7 ,(—1 )k% z € R
Q cosz =3 12, (— )ké i £ €R.

anxzzzol )kl( DF pro |z — 1| < 1.
1+x2 = heo(— 1)k22F pro |z| < 1.
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