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Motivace

e At w > 0 je pevné dano. Mnoho periodickych funkci je linedrni
kombinaci funkei funkei sin(kwt) a cos(kwt), kde k € Ny. Nap¥iklad
graf

odpovida funkci
f(t) =1 —sin(mt) + 2 cos (wt) — sin (57t) .
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Motivace

o Napriklad
£(t) = lsint
ale nelze vyjad¥it jako linedrni kombinace funkei sin(kwt) a cos(kwt).
e Co kdyz uvazime ,,nekone¢nou linedrni kombinaci” funkci sin(kwt) a
cos(kwt)?
e Potatky Fourierovych ¥ad (18. stoleti a zatatek 19. stoleti): problémy
vedeni tepla a vinéni.

@ Aplikace: diferencialni rovnice, fyzika, teorie signald, komprese dat,. ..
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Periodické funkce

Definice (periodicka funkce)

At T > 0. Funkce f : D C R — R se nazve periodicka s periodou 7,
jestlize pro kazdé z € D je f(x +T) = f(x).

e Nejmensi perioda (pokud existuje) periodické funkce f se nazyva

zakladni perioda.
o Je-li T' > 0 zakladni perioda funkce f, pak w = 2% se nazyva kruhova

frekvence.
Definice (periodické rozsi¥ent)
Necht a e R, T >0a f:[a,a+T) — R. Periodickym rozifenim funkce
f budeme rozumét funkci g : R — R spliiujici g(t) = f(t) pro kazdé
t€la,a+T)agt+T)=g(t) pro kazdé t € R.

@ Periodické rozsi¥eni je periodicka funkce s periodou T
o KaZda periodicka funkce f : R — R je periodickym rozsifenim néjaké

vhodné funkce.
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Periodicka funkce

P¥iklad

Periodické rozsiteni funkce

ft)

je

prot € [—1,0)
prot e [0,1)

1

{

pro t € Jyez[2k, 2k + 1).
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Trigonometrickd Ffada

Definice (trigonometrickd ¥ada)

Necht 7> 0, aj, € R pro ka?dé k € Ny a by, € R pro kazdé k € N. Rada

o
ag 2wkt . 2wkt
5 + kg_l ag COS <T> + b sin <T

se nazyva trigonometricka ¥ada.

o Castetné soutty trigonometrické ¥ady se nazyvaji trigonometrické
polynomy.

o Konverguje-li trigonometricka ¥ada v néjakém bodé ¢ € R, pak také
konverguje v kazdém bodé t + T, kde [ € Z.

o Konverguje-li trigonometrickd fada v néjakém bodé&, pak jeji soulet je
periodicka funkce s periodou T'.
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Ortogonalita

Necht —oc0 < a < b < +00.

L*([a,0)) = {f la, b) %R‘/ab!f(t)IQ dt < OO}-

Tvrzeni (relace ortogonality)

Necht k,1 €N, a € R aT > 0. Potom

v

a+T 2kt 27lt
i —_— dt =0,
[ (22 s (22
/‘”T . <27rkt) , <27th) / (27rkt> <27rlt>
sin [ —— | sin = cos | — | d¢
a T T
B %, pro k =1,
0, prok # 1.
Dikaz: Viz prednaska. |
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Ortogonalita

Ptedpokladejme, Ze a € R, T > 0 a trigonometrickd ¥ada

o
2mkt 2kt
% + Z aj, COS <7;) + b sin <7;)
k=1
konverguje stejnomérné k periodickému rozsiteni funkce
f € L¥[a,a+T)).

o Jak najit koeficienty ap a by?

o VyuZitim relaci ortogonality obdrZime

2 [otT 2kt
ay = T/a f(t) cos <T> dt,

2 [otT okt
bk = T/a f(t) sin <;> dt.
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Fourierova ¥ada

Definice (Fourierova ¥ada)

Necht a € R, T >0a f € L?*([a,a + T)). Rada

o0

2kt 2kt
% + Z aj CoS <7;> + b sin <7T>

T
kde

2 [otT o2kt
ay = T/ £(t) cos <7;> At pro kazdé k € N,

2 [otT okt
by = T/ £(t)sin (;) At pro kazdé k € N,

se nazyva Fourierova fada funkce f a koeficienty ai a by se nazyvaji
Fourierovy koeficienty funkce f.

v
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Fourierova ¥ada

@ Definice Fourierovy fady lze zobecnit na integrovatelné funkce na
intervalu [a,a + T).
@ Konverguje-li Fourierova ¥ada funkce f v bodé ¢t € R, oznadime jeji

souet symbolem 7 (t).

Pyiklad
Je dana funkce

L. prot € [-1,0),
ft) = {1 prot e [0,1).

Fourierova ¥ada funkce f je

S G
+ Z — 5 sin (mkt).
k=1

N
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Fourierova ¥ada

P¥iklad (Pokratovani)
Oznatme Si(t) = 5 +Zk 1 Wkl) sin (7kt).

v
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Fourierova ¥ada

P¥iklad (PokraZovani)
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Bodova konvergence

Definice

At —co < a < b < 400. Rekneme, 7e funkce f: D C R — R je po
tastech spojitd na [a, b), jestlize existuje kone¢n& mnoho bodd ty, ..., t,
tak, Ze

Quao=ti<ti <---<t,=0b;

@ pro kazdé k € {1,...,n} je f spojitd na (tp_1,tx);

Q f(tp+) = tli£n+ f(t) je kone&na pro kazdé k € {0,...,n —1};
—ig

Q f(tr—)= tlgil— f(t) je kone&nd pro kazdé k € {1,...,n}.

@ Podle uvedené definice nemusi byt po &astech spojitd funkce
definovana v bodech tg, ..., t,.
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Bodova konvergence

Véta (Dirichletova v&ta)

Necht a € R, T >0 a f :[a,a+T) — R. Predpoklidejme, Ze f a f’ jsou
po &dstech spojité funkce na [a,a + T). Pak Fourierova Fada funkce f
konverguje v kaZdém bodé& intervalu [a,a + T') a jeji soucet je

Q Z(t) = 5 [f(t+) + f(t—)] pro kazdé t € (a,a+T);

@ F¢(a) = 5[f(at)+ f((a+T)-)].

Dikaz: Vynechavdame. |
@ Jsou-li splnény p¥edpoklady Dirichletovy véty a f je spojitd na

la,a +T), pak f(t) = Ff(t) pro kazdé t € [a,a +T'). V tomto
ptipadg je tak .#((t) periodickym rozsitenim funkce f(t).
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Bodova konvergence

P¥iklad
Jiz vime, Ze Fourierova fada funkce

_]o prot € [—1,0)
) = {1 prot € [0,1).
je
1 1—(=1)F .
5 =+ ; T Sin (Wkt) .

Podle Dirichletovy véty konverguje tato ¥ada pro kazdé ¢t € [—1,1) (a tedy
pro kazdé t € R) a plati, ze

pro kazdé t € (—1,0),

pro kazdé t € (0,1),

pro kazdé ¢t € {—1,0}.

F(t) =

o= = O

v
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Piklady

P¥iklad
Je dana funkce
f(t) =sint, te0,m).

Fourierova ¥ada této funkce je

2 4
— _ 2kt) .
7T+;7r(1—4k2) cos (2kt)

Z Dirichletovy véty plyne, Ze F¢(t) = [sint| pro kaZdé ¢t € R.
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Piklady

P¥iklad (PokraZovani)

Oznagme S = 2 + 22:1 m cos (2kt).

P

— Si(t)
— S3(t)
— Se(t)
— |sin(t)|

-3 -2 -1

v
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Piklady

P¥iklad
Funkce f:[-1,1) — R ma graf

_________ |1 |
‘ 2 !
-1 1
Jeji Fourierova ¥ada je
5 = 14 (=1)k 2—(=1)F .
3 + Z —op2.z €08 (kmt) + —p. S (kmt) .
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Piklady

P¥iklad (Pokratovani)

Oznatme S; = g 343, ‘gzgﬂ” cos (kmt) + % sin (kmt).

— Ss(t)
— Sto(t)
— Sso(t)
— f

v
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Piklady

P¥iklad (Pokratovani)
Z Dirichletovy v&ty plyne, Ze .#; : R — R je periodickd funkce s periodou
2, ktera spliiuje

3 _
T t=—1,
t
—3 te (=1,0),
Fp(t) =4, *
2 t= 0,
1, t e (0,1).

Odtud naptiklad vidime, Ze F;(—7) = 3.
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